Chapitre 8

Systémes linéaires

L'objectif de ce chapitre est de présenter une méthode de résolution des systémes linéaires appelée méthode du pivot
de Gauss. Cette méthode est algorithmique et aboutit a tous les coups. Elle doit étre employée systématiquement
pour résoudre un systeme linéaire.

Dans ce chapitre K désigne R ou C. Un élément de K est alors appelé scalaire.

| Définitions et exemples

( . -y . . - . -, . Y . Ve - Ve . Y - )
Définition. Soient n et p des entiers strictement positifs. Un systéme linéaire de n équations a p inconnues est
la donnée d'un systéme

a1171 + aier2 + o0+ @17y, = b
a21T1 + a22T2 + -+ G2p%p bo
(S .
Qp, 121 -+ An, 222 9F oo oF npTp = bn

ou, pour tout (i,7) € [1;n] x [1;p], aij €K, b e Ketz; €K

e Les nombres a; j, (i,7) € [1;n] x [1;p] sont appelés les coefficients de (S). On les suppose connus.
o Le n-uplet (by,...,b,) est appelé le second membre de (S). On le suppose connu.

® Ti,...,T, sont appelées les inconnues de (.5).

e Pour tout i € [1;n], on note L; la i*™e ligne du systéme (S), c'est-a-dire
@i 121+ Gi2%2 + - + i pTp = b,

et on I'appelle i*™¢ équation du systéme.

o Si(b1,...,by) =1(0,...,0) alors le systeme (S) est dit homogéne.

e Le systéme homogeéne associé a (S) est le systéme obtenu en remplacant (b1, ...,by) par (0,...,0). On le
note (Sp).

e Un p-uplet (s1,...,sp) est dit solution de (S) si les n égalités obtenues en remplacant (z1,...,xp) par
(s1,...,8p) sont Vérifiées.

o Deux systémes sont dits équivalents s'ils ont le méme ensemble de solutions.

o Le systeme est dit compatible s'il existe au moins une solution.

e Le systéme est dit impossible ou incompatible s'il n’admet aucune solution.

Remarques :

e Si un systeme (S) possede une ligne « toujours » vraie (par exemple 0 = 0 ou = = x), alors (S) est équivalent
au systéme obtenu en retirant cette ligne.

e Si un systéme (S) posséde une ligne « toujours » fausse (par exemple 0 = 1 ou x + 1 = ), alors (S) est
incompatible.

e Un systéme homogene a p inconnues admet au moins une solution : le p-uplet (0,0, ...,0). Nous allons montrer
dans ce chapitre qu'un systéme linéaire admet une seule solution, ou aucune, ou une infinité.

Exemple : Considérons le systéme

r + 4y + 5z = 0
20 — 2y — 4z 10
+ 3y + 3z = 5
4 + y + 2z = 0
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Il s’agit d’un systéme de quatre équations a trois inconnues : x, y et z.

Le systéme homogeéne associé a (S) est

z + 4y + 5z =
20 — 2y — 4z
() 2z + 3y + 3z
dr + y + 2z =

Il
cocoo

et le second membre de (S) est le vecteur (0,10,5,0). On vérifie que (1,6, —5) est solution du systéme : il est

donc compatible (on peut montrer qu'il s'agit de la seule solution).

Interprétation géométrique.

e Lorsque p =2 et K =R, résoudre un systéme revient a déterminer les points d’intersection de n droites du
plan.

e Lorsque p = 3 et K = R, résoudre un systéeme revient a déterminer les points d’'intersection de n plans de
I'espace.

Afin de décrire les solutions d'un systéme linéaire, introduisons les notions d'addition et de multiplication externe
sur K? :

Définition. Soit p € N*. 5i (u1,...,up) € KP, (v1,...,vp) € KP et A € K, on note :
(Ui, up) + (V1,0 0p) = (U1 +v1, ..., Up + Vp)

et AN(ui,...,up) = (Aug, ..., Aup).

Il Résolution de systémes linéaires triangulaires

Nous allons voir dans cette section que certains types de systémes linéaires sont faciles a résoudre.

Soit (S) un systéme a n € N* équations et p € N* inconnues.

Définition. On dit que le systéme (S) est triangulaire si

V(i,5) € [1;n] x [1;p], (i>j = a;;=0).

Autrement dit, un systéme est triangulaire, si tous les coefficients sous la diagonale (ceux en dessous des termes
du type a;;, 1 <i < min(n,p)) sont nuls.

1) Lecasoun=p

Si (S) est triangulaire et n = p, alors il a la forme suivante :

a1x1 + aipr2 + -+ ax; + -+ a1aT, = by
agors + oo+ agr; + -0+ agpTn, = b

;v + 0+ AT, = b

AnnTn = by

\

Supposons que tous les termes diagonaux sont tous non nuls : pour tout i € [1;n], a;; # 0.

La n'*me ligne entraine alors que x,, = ——. On substitue ensuite z,, par sa valeur dans la (n — 1)*™e ligne, ce qui

n,n
nous permet d'obtenir la valeur de z,,_1. On remonte successivement dans les lignes et on calcule tour a tour les
valeurs de z,,_2, ..., 22 et enfin 21. On en déduit le théoréme suivant :

Lycée Condorcet - MPSI2 2/12 Matthias Gorny



Théoreme. Soient n € N* et (S) un systéme a n équations et n inconnues. Supposons que (S) est triangulaire
et que, pour tout i € [1;n], a;; # 0. Alors (S) admet une unique solution.

Exemple : Considérons le systéme suivant :

or + y — 2z = 1
(S) 3y + 42 = —6
- 2z = 3

Il s’agit d’un systéme sous forme triangulaire avec des coefficients diagonaux non nuls. On obtient donc z = —,

—6—4z . 1—y+=z 1 1 —
uisy= ——— =0 puis enfinxt = ————— = ——. Le systéme admet donc | ——,0, — our unique
Py 3 P 5 10 ¢ ( 10 2 > P 7
solution.
& Si I'un des coefficients diagonaux est nul, alors on ne peut pas conclure en général : il se peut qu'il admette

aucune solution ou bien une infinité.
En effet, modifions le systéme précédent.
* Le systéme

or + y — z = 1
(9" 3y + 42z = —6
0 = 3

n'admet pas de solutions car la condition 0 = 3 est clairement fausse.
* Dans le systeme

or + y — =z = 1
(S") 4z = —6
- 2z = 3
les deux derniéres lignes sont toutes les deux équivalentes a z = —3/2. Ainsi
1 1
ox + vy = —Z y = —=—bx
(57 = 3 s
z = —_—— z = —_—
2 2

En effet, quand on a plus d’inconnues que d'équations, on met les inconnues « en trop » (on parlera plus
bas d'inconnues auxiliaires) a droite et on exprime les premiéres par rapport a elles. L'ensemble des solutions
de (S) est donc :

1 3
{(o, -5, —5) + (1, —5,0) ‘x ek}
(il s’agit de la droite de [|'espace passant par le point (O,—%, —%) et de vecteur directeur
U = (1,-5,0)). Il y en a une infinité.
2) Lecasoun<p

Si (S) est triangulaire et n < p, alors il a la forme suivante :

a1r1 + aipre + -+ asw; + - A+ ATy + 0+ a1pT, = by
a22r2 + - + azr; + -+ ap®, + - 4+ a2pxT, = bo

ai;vi + 0+ QuTn + 0+ Ty = b

AnnTn + 0+ AppTp = bn

Supposons encore que tous les termes diagonaux sont non nuls : pour tout i € [1;n], a;; # 0. Parmi les p
inconnues, on en choisit n que I'on appelle inconnues principales. Les p — n autres sont appelées inconnues
auxiliaires du systeme. Choisissons par exemple

® X1, ..., X, pour inconnues principales.

® T,.1, ..., Tp pour inconnues auxiliaires.
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On place les inconnues auxiliaires dans le membre de droite pour faire apparaitre un systéme triangulaire :

P
ajry + aipre + - 4+ agr; + o0+ AT, = b — E ai kT
k=n+1
P
az2r2 + - + agiwi + - + apx, = by — g ao Tk
k=n+1
P
i vy + 0+ AT, = b — § a; Tk,
k=n-+1
P
annTn = b, — § Qn kTk
k=n+1
Par remontées successives (cf. le cas triangulaire avec n = p), on calcule les valeurs de x1, ..., x, en fonction des

inconnues auxiliaires. Pour chaque choix de valeurs des inconnues auxiliaires (il y a une infinité de choix), il y a
une unique solution au systeme. Nous en déduisons qu'il y a une infinité de solution.

Théoréme. Soit (S) un systéme a n € N* équations et n < p inconnues. Supposons que (S) est triangulaire et
que, pour tout i € [1;n], a;; # 0. Alors (S) admet une infinité de solutions.

Exemple : Considérons le systéme suivant :

r — 3y + 5z = 4
(S){ y — 2z = -—1

Il est triangulaire et les termes diagonaux sont non nuls. On décide que z est I'inconnue auxiliaire et on obtient

r — 3y = 4-5z2
O R

Ce systéme est désormais sous forme triangulaire avec des coefficients diagonaux non nuls. On sait le résoudre :
onay=—-142zpuisx=4—-5z2+4+3y=4—>52—3+6z2=1+ 2. Par conséquent I'ensemble des solutions de
(S) est
{(1,-1,0) + 2(1,2,1) | = € K}

(il s'agit de la droite de I'espace passant par le point (1,—1,0) et de vecteur directeur W = (1,2,1)). Il y en a
une infinité .

& Si I'un des coefficients diagonaux est nul alors, comme dans le paragraphe précédent il se peut qu'il n'y ait
aucune solution ou qu'il y en ait une infinité. On résout au cas par cas. On peut notamment essayer d'échanger

des inconnues au risque que le systéeme ne soit plus triangulaire. Si tel est le cas, alors on utilise la méthode du
pivot de Gauss (cf. partie Il1).

3) Lecasoun>p
Si (S) est triangulaire et n > p, alors nécessairement tous les coefficients des n — p derniéres lignes sont nuls. Il 'y
a alors deux cas de figure :

® Sibpy1=---=0b, =0, alors les n — p dernieres lignes du systéme sont nulles et on peut donc les enlever. On
se rameéne alors au cas ou n = p.

e Sil'undes b;, p+ 1 < i < n est non nul, disons le ip**™e, alors la g™ ligne est fausse (il s'agit de 0 = b;,) : le
systéme n'admet pas de solution.
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Il La méthode du pivot de Gauss

Comme nous venons de le voir, la résolution d'un systéme triangulaire est simple. Nous allons a présent introduire
la méthode du pivot de Gauss qui permet, a |'aide d'opérations dites élémentaires sur les lignes, de se ramener a
un systeme triangulaire.

1) Opérations sur les lignes d’un systéme

[ Définition. Notons Ly, Lo,..., Ly lesn lignes du systéme (S). On appelle opération élémentaire sur les /ignes‘
de (S) I'une des trois opérations suivantes :

e [ 'échange des lignes i et j, avec (i,7) € [1;n] tels que i # j. On la note L; < Lj;.

e La multiplication de la ligne i € [1;n] par un scalaire A non nul. On la note L; < \L;.

o L'ajout a la lignei € [1;n] delaligne j € [1;n]\{i} multipliée par un scalaire ce. On la note L; <— L; + L.

Remarques : Nous déduisons de ces trois types d'opérations élémentaires, les opérations suivantes :
o L; < aL;+ BLjoui# jdans [1;n], « € K* et § € K (on fait successivement les opérations élémentaires
L, <+~ L;+ ng puis L; < «aL;).
o L+ L;+ Zﬁij oui€[l;n]et(B,...,B-1,Bi+11,---,0n) € K*! (ajout a la i®™ ligne d'une combi-
J#i
naison linéaire des autres lignes).

Insistons bien : dans L; < aL; + SL; ou L; <= AL;, a et X doivent &tre non nuls. Ce n'est pas nécessaire
pour v dans L; <— L; + aLj (si on prend « nul, ce n'est pas si grave, c'est juste qu'on ne fait rien...). En effet, ce
qui est important est que |'opération soit réversible (sinon on perd I'équivalence).

Proposition. Si un systeme (S’) est obtenu a partir d’un systéme (S) en effectuant une succession d'opérations
élémentaires, alors (S) et (S’) sont équivalents.

DEMONSTRATION.
e Notons (S ;) le systéme obtenu en échangeant les lignes i et j. Si (x1,...,2,) est une solution de (.5), alors
les n lignes de (S) sont vraies. Elles restent vraies si I'on échange de place les lignes i et j. Ainsi (z1,...,2p)

est une solution de (.5; ;). La réciproque est immédiate en échangeant les lignes j et i.
e Soient i € [1;n] et A € K*. Notons (.5; ») le systéme obtenu lorsqu’on fait I'opération élémentaire L; <— AL;.

Si (21,...,xp) est une solution de (S), alors les n lignes de (S) sont vraies. Elles restent vraies si I'on multiplie
chaque membre de L; par A. Ainsi (x1,...,2;,) est une solution de (S; ).

Réciproquement, si (z1,..., ;) est une solution de (S; ») alors en faisant |'opération élémentaire L; %Li,
on obtient que (z1,...,x;,) est une solution de (.5).

Nous en déduisons que les ensembles des solutions de (S) et (S; ) sont égaux. Les systémes sont donc
équivalent.

e Soient (i,7) € [1;n]* tel que i # j et o € K. Notons (S; j») le systéme obtenu lorsqu'on fait I'opération
élémentaire L; < L; + oL;. Si (21,...,2p) est une solution de (.5), alors les n lignes de (.S) sont vraies. Elles
restent vraies lorsque I'on fait L; <— L; + aL;. Ainsi (z1,...,2,) est une solution de (S; j ).
Réciproquement, si (z1,...,x,) est une solution de (S;;), alors en faisant I'opération élémentaire
L; < L; — aL;, on obtient que (x1,...,x,) est une solution de (5).

Nous en déduisons que les ensembles des solutions de (S) et (S; ;) sont égaux. Les systemes sont donc
équivalent.

On conclut par récurrence sur le nombre d'opérations élémentaires effectuées. O

Corollaire. Si un systéme (S) posséde deux lignes identiques, alors le systéme (S’) obtenu en supprimant I'une
de ces deux lignes est équivalent a (S).

DEMONSTRATION. Si L; et L; sont ces deux lignes, alors I'opération L; <— L; — L; transforme la ligne L; en
0 = 0. Cette égalité étant toujours vraie, on peut la supprimer (elle n'apporte aucune information sur les solutions
éventuelles du systéme). O
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2) lllustration de la méthode par des exemples
a) Exemple 1

Considérons le systéme suivant :

y — 2z + t = 1

3r + 2y + 2z — 9t = 1

() T + y - 3t = =2
r + y - =z = 2

Nous allons nous ramener a un systéme triangulaire en faisant une succession bien précise d'opérations élémentaires
sur les lignes du systeme.

Etape 1 :

e On s'assure que le coefficient devant x sur la premiére ligne est non nul. Si ce n'est pas le cas (comme ici), on
échange la premiere ligne avec une autre ligne pour laquelle le coefficient devant x est non nul. échangeons L
et Ly :

r + y — z = 2 L1 <~ L4
3 + 2y + 2z — 9% = 1
(5) = r + y - 3t = =2
y — 2z + t = 1

Désormais le coefficient placé devant = dans la premiére ligne (1 ici) s'appelle le premier pivot.

e En utilisant la premiére ligne, a I'aide d'opérations élémentaires, on annule le coefficient devant x dans les lignes
suivantes :

T 4+ y - =z = 2

-y + 4z — 9 = -5 Lo < Lo — 314

(8) = s — 3 = -4 Ly« Ly—1I,
y — 2z + t = 1

Etape 2 : Désormais on ne touche plus a la premiére ligne et on recommence la premiére étape avec les lignes
restantes. Le coefficient devant y dans la deuxiéme ligne est —1. Il s'agit du deuxiéme pivot. En utilisant la
deuxieme ligne, a I'aide d'opérations élémentaires, on annule le coefficient devant y dans les lignes suivantes :

r + y — =z = 2

-y + 4z — 9% = -5

(5) = s o~ 3t = —4
3z — & = —4 Ly Ly+ Lo

Etape 3 : Désormais on ne touche plus aux deux premieres lignes et on recommence la premiere étape avec les
lignes restantes. Le coefficient devant z dans la troisieme ligne est 1. Il s’agit du troisiéme pivot. En utilisant la
troisieme ligne, a I'aide d'opérations élémentaires, on annule le coefficient devant z dans la ligne suivante :

T + y — =z = 2

-y + 4z — 9 = -5

(8) = z — 3t = —4
t = 8 L4 — L4 — 3L3

Etape finale : On peut procéder par remontées successives comme on |'a vu dans le paragraphe Il. Mais il est
plus intéressant d'un point de vue algorithmique de poursuivre avec la précédente mais en « remontant » :

(2 + y — =z = 2
-y + 4z = 67 Lo+ Ly+9L4
(S) — z = 20 L3 < L3 + 3L4
t = 8
xr + vy = 22 L+ L1+ L3
-y = —13 LQ — L2 — 4L3
— 2 = 20
t = 8
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X = 9 L+ Li+ Lo
-y = —-13
z = 20
t = 8

Le systeme admet donc (9, 13,20, 8) pour unique solution. Dans cet exemple précis, on aurait été plus rapide
avec des remontées successives mais, lorsqu’il y a des fractions, il est mieux de procéder comme on vient de le
faire. Par ailleurs, nous n'aurons pas le choix de faire ainsi dans le chapitre 23 pour appliquer la méthode dite de
Gauss-Jordan.

Remarque : En faisant des remontées successives a la place de cette étape finale, on obtient : ¢ = 8, puis
z2=—-4+3t=20, puisy=5+4z—9t =13 etenfinz =2 —y+ 2z =9. Le systétme admet donc (9, 13, 20, 8)
pour unique solution.

b) Exemple 2

Considérons le systéme suivant :

2 + y — 3z + Tt = 12
—r + oy — 4 = =5
(5) r — Ty + 62z + 6t = 1

r + by — 6z + 2t =
Appliquons-lui la méme méthode que précédemment.

Etape 1 : Le coefficient devant x sur la premiere ligne est égal a 2... qui est non nul. Il s’agit du premier pivot.
En utilisant la premiere ligne, a I'aide d'opérations élémentaires, on annule le coefficient devant = dans les lignes
suivantes :

% + y — 3z + Tt = 12
Jy — 3z — t = 2 Lo+ 2L+ L4
(8) = 15y + 152 4+ 5t = —10 Ly 205 — I,
9y — 92 — 3t = 6 L4(—2L4—L1

Remarquons que, puisque le pivot n'est pas égal a 1, nous avons utilisé a chaque ligne deux opérations élémentaires
(par exemple pour la deuxieéme ligne, nous avons fait Ly < Lo — }2L1 puis Lo <— 2L pour ne pas se retrouver
avec des fractions).

Etape 2 : Le coefficient devant y sur la deuxieme ligne est égal a 3. Il s'agit du deuxiéme pivot. En utilisant la
deuxiéme ligne, a I'aide d'opérations élémentaires, on annule le coefficient devant y dans les lignes suivantes :

20 + y — 3z + 17t = 12

3y — 3z — t = 2
(5) < 0 = 0 L3¢ L3450
0 = 0 Ly<+ Ly—3Lo

Etape 3 : Le systéme est désormais triangulaire. Les deux dernieres lignes sont toujours vérifiées, on peut donc
les omettre. On les appelle conditions de compatibilité. On se retrouve donc avec :

20t + y — 3z + Tt = 12
(S)<:>{ 3y — 3z — t = 2

On décide par exemple que z et t soient les inconnues auxiliaires. On les place dans le membre de droite pour
faire apparaitre un systéme triangulaire :

2c + y = 12 4+ 3z — Tt
(S)ﬁ{ 3y = 2 4+ 3z + ¢

Etape 4 : On poursuit avec la méthode du pivot de Gauss en « remontant » :

38 + 6z — 22t Ly <+ 3L1 — Lo

6 +
(S)‘:’{ 3y = 2 + 32 +
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Etape finale : On divise par les coefficients diagonaux :

r = (38 +62—22t) Ly« L4
(S) = 1
Yy = §2+3Z+t) LQ(-%LQ

1 1
= (z,y,2,t)=|= 17+3z—11t> 3<2+32+t>,z,t)

(3
( >+z(1110)+t< 131,:1,),0,1>

17
t
L'ensemble des solutions du systéme est { (17,2,0,0) + 2z (1,1,1,0) + g(—11,1,0,3)

OJ\NJ

= (z,y,2,1) =

Y

—_

(2,t) € KQ}.

Il'y en a une infinité.

c) Exemple 3

Considérons le systéme suivant :
°or + 3y — 2z =
(S) r + 2y — z =
3r — y + z =

N — W

Appliquons lui la méme méthode que précédemment.

On annule le coefficient devant = dans toutes les lignes sauf la premiére :

o + 3y — 2z = 3
(S) <~ Ty — 4z = 2 Lo <+ 5Ly — Ly
— 4y + 8z =1 L3 <+ 5Ls— 3L,

On annule le coefficient devant y dans toutes les lignes sauf les deux premiéres :

°or + 3y — z = 3
S) = Ty — 4z = 2
0 = 5 L3y <+ L3+ 2L,

Le systéme est désormais triangulaire. La derniére ligne est une condition de compatibilité et elle est clairement
fausse. Par conséquent le systéeme est incompatible : il n'a pas de solution.

d) Exemple 4 (avec un systéme a paramétres)

Soit m € K. Considérons le systéme suivant :

x - y 4+ (I4+m)z = 2—m
(S) 2z - my + 3z = 2—-m
I-m)z + vy + 2z = 0
Appliquons lui la méme méthode que précédemment.
On annule le coefficient devant = dans toutes les lignes sauf la premiere :
r — Yy + (I4+m)z = 2—m
(S) = 2-m)y + (1-2m)z = m— 2 Lo« Ly —2L4

2-m)y + (mM*+1)z = (m—1)(2-m) L3+ Ly— (1—m)Ly
On s'assure que le coefficient devant y est non nul. Il faut faire deux cas.

e Cas ou m =2 : On a alors

zr — y + 3z =0 r — y + 0 =0
(S) = - 32z =0 < =0
52: — O z = O

Ainsi I'ensemble des solutions est {z(1,1,0) |z € K}.
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e Cas ou m # 2 : Désormais le coefficient devant y est non nul et on annule le coefficient devant y dans la
derniere ligne :

r — Yy + (I4+m)z = 2—-m
(S) <~ 2-m)y + (1-2m)z = m—2
m(m+2)z = m(2—m) L34 L3— Lo

On aimerait maintenant diviser par m(m + 2) pour obtenir z ou bien utiliser m(m + 2) comme pivot pour la

méthode du pivot de Gauss en remontant. Quelle que soit la méthode employée, cela n'est possible que si
m ¢ {—2;0}. Il va falloir différentier plusieurs cas :

x Cas ot m =0 : On a alors

r -y + z = 2
(S) = 2y + z = -2
0= 0

La derniére ligne est toujours vérifiée : on peut I'omettre. On décide par exemple que y soit I'inconnue
auxiliaire. On a alors

x + z = 2 + y
S { 2= -2 — 2
On remonte avec la méthode du pivot de Gauss :
x = 4 + 3y Li+ Li— Lo
(9) = { z = =2 — 2y

= (z,9,2) = (4+3y,y,—2 — 2y)

L'ensemble des solutions est {(4,0,—2) + y(3,1,-2) |y € K}.

* Cas ou m = —2 : La derniére ligne de (S) devient alors 0 = —8. Cette condition est bien entendue fausse :
le systeme n'admet pas de solutions.

* Cas o m ¢ {—2;0;2} : Cette fois m(m + 2) # 0 et on peut |'utiliser comme pivot. Avant cela divisons
par m pour la simplifier :

xr — Yy + (1I4+m)z = 2-m
(S) <= 2-m)y + (1-2m)z = m-—2
(m+2)z = (2—m)

On fait les opérations Ly <— (m +2)Ly — (1 —2m)L3 et Ly < (m+2)L1 — (1 +m)L3 :

(m+2)x — (m+2)y = 2—m
(S) = (m+2)(2—m)y = (m—2)(3—m)
(m+2)z = (2—m)

On fait I'opération Ly < (2 —m)Ly + L2 :

(2—m)(m+2)z = m—2
(S) «~— (m+2)(2—m)y = (m—2)(3—m)
(m+2)z = (2—m)
Enfin on fait les opérations L + WLL Lo + WLQ et Lg + mL_’_QLg et on conclut que
le systéme admet une unique solution : (m;J:Q, %v %)

Remarque : Si (a,b,c,d) € R*, alors ax + by + cz = d est I'équation d'un plan de I'espace (on en reparlera
un peu dans le cours sur les espaces vectoriels). Par conséquent, lorsque m € R, (x,v,2) € R? est une solution
de (5) si et seulement si (x,y, z) se trouve sur l'intersection des plans d'équations z —y + (1 +m)z =2 —m,
2c —my+3z=2—-—met (1—m)z+y+2z=0. On a démontré que :

e Si m € {0;2}, alors I'intersection des trois plans est une droite.
e Si m = —2, alors |'intersection des plans est vide.

o Sim ¢ {—2;0;2}, alors l'intersection des plans est un point.
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e) Exemple 5

Considérons le systéme suivant :

[\
&

(5)

w
8

+ 4+

)
Y
)

z — 2t
2z —

+ 2t
z

—1

Appliquons lui la méme méthode que précédemment mais sans commentaires cette fois.

(5)

!

!

—
—

(22
Y
2y
\ 2y
2z
Y
2z
Y
2z
Y
2z
Y
4z
4y
x
Y
(2,9, 2,1)
(z,y,2,t) =

L'ensemble des solutions du systéme est

Il 'y en a une infinité.

_|_
+
_|_

(1
g

z
3z

z

z
3z
5%
5%

z
3z
5z

3z
5z

2t

4t

.Jx\oo HA\OJ
| Ot

f) Exemple 6 (avec des coefficients non réels)

Considérons le systéme suivant :

+
RN
N

AR

+ o+

i + 4+

1 z
- - - - —-17.4
{ 1 (3,—5,0,5) + 1 (7,—17,4,5)

2t = 1
t = 0 L2 — L2 — L1
6t = -5 L3 — 2L3 —1Iq
6t = -5 L4 — 2L4 — 3L1
2t = 1
t = 0
4t = =5 L3 < L3 — 2L2
4t = =5 L4 — L4 — 2L2
2t = 1
t = 0
4@ = =5
0O = 0 L4 — L4 — L3
2t = 1
t = 0
4 = =5
1 4+ =z
- 3z
-5 + oz
-3 + 7z Ll — 2L1 + Lg
5 — 17z L2 — 4L2 — L3
-5 + 5z
+ %Z L+ %
— %Z L2 < %
gz L3 — %
5 17 ) n )
- — —2,Z,— -z
"4 4 T4 4
7 4 47 4 b 74

zGK}.

zx -y — iz = 1
(S) —ix + y + z = i.
r + 1w — 2z =0
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Appliquons lui la méme méthode que précédemment mais sans commentaires cette fois.

r — Y — 12 = 1
(9) — (1—-i)y + 2z = 2 Lo« Lo +il,
(1+Z)y - (l—Z)Z = -1 Ly <+ Ls— 1Ly
r — Y — iz = 1
= (1—-9)y + 2z = 2i
— 2z = 1—1 Lg(—(l—i)Lg—(l—i-’i)Lg
2r — 2y = 1—1 L1 — 2L1 — ZL3
<~ (l—i)y = 141 Lo+ Lo+ Lj
— 2z = 1—1
(2 — 22).’,1:‘ = 2 Ly + (1 — Z)Ll + 2Lo
= (I—1)y = 1+
— 2z = 1—1
1+i L
x = 4 Ly« 2Z12¢
= Y = 1 ‘ Ly «+ %
.
1+:7 . —1+4

Ainsi le systeme admet )1, =3 (1 +4,2¢,—1 + i) pour unique solution.

2 2

3) Cas général

La méthode que nous avons employée dans les exemples précédents s’appelle la méthode du pivot de Gauss. Elle
permet de mettre un systeme sous forme triangulaire.

e On commence par échanger éventuellement deux lignes ou permuter éventuellement le role de deux inconnues
pour se ramener a un systéme dont le premier coefficient (celui en haut a gauche) est non nul. On I'appelle le
premier pivot.

Si c'est déja le cas, on ne fait rien!

e Supposons que x est la premiére inconnue et a; 1 le premier pivot. On annule toute la colonne sous a; 121 :

a
pour tout k € [2;n], on effectue I'opération élémentaire Ly < a11Ly — aj1L1 (ou Ly < Ly — k’lLl).
(],17

e |l y a alors deux possibilités :
* soit le systéme est triangulaire et on s’arréte.
* sinon on ne touche plus a la premiere ligne et on applique I'algorithme précédent au systéme obtenu en
retirant la premiére ligne.

Aprés un nombre fini d'étapes (au plus min(p,n — 1) si c'est un systéme linéaire de n équations a p inconnues),
on obtient un systeme triangulaire de la forme suivante :

(
aiary + ajpry + oo+ ayr; + o+ aTe + o+ oa1pTy = b
+oagemy 4+ - 4 ag@ + oo+ a4 o 4 aspr, = by
;i + -+ ALy + -+ QipLpy = bz
Qrr Ty + -+ Arplp = br
0 = br—i—l
0 = b,

avec 1 < r < min(n,p) et, pour tout i € [1;7], a;; # 0.

Si r < n, alors les équations b1 =0, ... et b, = 0 sont appelées conditions de compatibilité du systeme. Le
systeme admet des solutions si et seulement si elles sont vraies. Plus précisément :
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e Si I'une d’entre elles est fausse, alors le systéme est incompatible : il n'a pas de solution.

e Sib.p 1 =---=b, =0, alors les conditions de compatibilité du systéme sont vraies et on peut les omettre. On
se retrouve alors avec un systéme triangulaire dont tous les coefficients diagonaux sont non nuls. On a déja vu
comment résoudre ce type de systemes :

* Ou bien n = p et alors le systéme admet une unique solution. On I'obtient en procédant par remontées
successives ou bien en procédant avec la méme méthode mais en « remontant ».

* Ou bien n < p et alors le systéme admet une infinité de solutions. On obtient la forme de I'ensemble des
solutions en procédant par remontées successives ou bien en procédant avec la méme méthode mais en
« remontant ».

Si r = n, alors on a forcément p > n et il s'agit déja d'un systéme triangulaire dont tous les coefficients diagonaux
sont non nuls.

Remarques :
e L'entier r s'appelle le rang du systéme. On y reviendra...

e Lorsque I'on dispose d'un systeme linéaire triangulaire dont les termes diagonaux sont tous non nuls, alors
trouver la valeur de x,,, puis x,_1, ..., puis x1 par remontées successives revient a faire les opérations
élémentaires suivante successivement :

Lyq an,nLn—l - an—l,nLn, oo Ly an,nLl - al,nLn

Ly o< an1n-1Lln-2—an2pn-1Ln-1, ... L1 < ap_1n-—1L1 —a1n-1Ly1

Ly < a22L1 — a1 211
1 1 1 1
Ly —0Ly, Ly 1+ ———Lp 1, ... Lo+ —1Lo, L1 + —1L.
Qn.n an—1,n—1 ag.2 ai1
Ainsi tout systeme peut se résoudre uniquement via une succession d'opérations élémentaires sur les lignes.
Cette remarque est importante pour I'inversion de matrice (cf. méthode de Gauss-Jordan dans le chapitre 23).

Nous avons démontré au passage le théoréme suivant :

Théoreme. Si (S) est un systeme linéaire, alors on est toujours dans I'un des trois cas suivants :

e ou bien (S) ne posséde aucune solution.

(S
e ou bien (S) posséde une unique solution.

e ou bien (S) posséde une infinité de solutions.
Si (S) est homogéne, alors :

e ou bien (S) posséde (0,...,0) pour unique solution.

e ou bien (S) posséde une infinité de solutions.

Remarques :
e Si un systeme admet deux solutions, alors il en admet une infinité.

e |l y a encore beaucoup de choses a dire sur les systémes, notamment sur les propriétés de leurs ensembles de
solutions. Nous en reparlerons dans les chapitres 23 et 31.
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