Chapitre 23

Calcul matriciel

L'objectif de ce chapitre est d'introduire la notion de matrice qui n'est rien d'autre qu'un
tableau de nombres (ou plus généralement d'éléments d'un corps) sur lequel nous allons
définir des opérations et faire des calculs. L'intérét premier de ce chapitre est le lien tres
fort qu'il y a entre les matrices et les systémes linéaires.

Dans ce chapitre K désigne un corps (typiquement R ou C mais pas forcément). On se
donne n, p, q,r des entiers naturels non nuls.

I Notion de matrices a coefficients dans K

1) Définitions

Définition (matrice). Une matrice A a n lignes et p colonnes a coefficients dans K est

une famille (a; ;) 1<i<n d'éléments de K, que I'on représente sous la forme d’un tableau
. 1<i<p
an lignes et p colonnes

a1 a1p aip

a1 G22 azp
A= | . .

Gp1  0An2 Qn,p

Pour tout (i,7) € [1;n] x [1;p], L; = (ai,l a; 2
A et

aip) est appelé la i®me ligne de

a17j
a27‘7
Cj =

an’j
est appelé la jm colonne de A.

Dans une matrice, le premier indice est I'indice de la ligne et le second celui de la colonne.
Pour tous (i,7) € [1;n] x [1;p], a;; est appelé le terme (ou le coefficient) de A d’indice
(i,7) et il se trouve donc en i™m¢ ligne et j*m colonne.

L’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes et a coefficients dans K est noté
M, »(K). Sin = p, on dit que la matrice est carrée de taille n ou d’ordre n. L’ensemble

des matrices carrées de taille n est noté M,,(K) (au lieu de M, ,(K)).

\

Exemples : 0
1 2 3 i 1 —1
° (4 5 6) EMg,g(R), <l—|—3i 0) EMQ(C), \/5 €M4,1(R)
1 2 3 4
e Sion définit M = (i+j—1)i<icg, alorsona M = |2 3 4 5| € M34(K).
1<y 345 6

Remarques :

e Une matrice A = (a; ;) 1<i<n de taille nxp a coefficient dans KK est tout simplement une

1<isn
famille d'éléments de K indexée par [1;n] x [1;p]. Autrement dit c’est une application

(i,§) — a;; de [1;n] x [1;p] dans K. Ainsi on a M,, ,(K) = KItnlx[tirl,

Cependant c'est dans le cha-
pitre 32, que les matrices
trouveront leur intérét ma-

jeur cette année.

On dit aussi une matrice
de taille m x p. Lorsque
n = p, on note aussi

A= (ai5)1<5,5<n-

Quand il
confusion sur I'espace dans

n'y a pas de

lequel évoluent les indices,

on notera simplement

A = (ai,j)i,j ou, e€en-
core plus  simplement,
A = (ai;).

%me si K doit étre un corps
dans ce cours, on note par-
fois My, (Z) pour parler de
I'ensemble des matrices a co-

efficients entiers.
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e Deux matrices sont égales si et seulement si elles ont la méme taille et les mémes ¢4 Mz »(K), on note
coefficients. En d'autres termes, deux matrices A et B de M,, ,(K) sont égales si et e Ay on (A
seulement si A; ; = B, ; pour tous i € [1;n] et j € [1;p]. son  coefficient  d'ordre

e Si A= (ai;)1<i<n est une matrice carrée, les a;; sont appelés coefficients diagonaux (i, 4) € [L;7] x [t;g].
de A : Isisn

ai1 a2 ... Q1n

a21 3272 R X
A= | . . .

an,1 Gn2 ... an,n

2) Quelques matrices particulieres

Définition (matrices lignes, colonnes).
e Une matrice de taille 1 X p est appelée matrice ligne (ou vecteur ligne) de taille p.

e Une matrice de taille n x 1 est appelée matrice colonne (ou vecteur colonne) de taille
n.

Remarques :

e On note souvent
* A = (a;)1<j<p une matrice ligne a p colonnes au lieu de (a1,;)1<j<p-
* A = (a;)1<i<n une matrice colonne a n lignes au lieu de (a;,1)1<i<n.

e Nous « identifierons » parfois les matrices lignes ou colonnes de taille n aux éléments  Ng,q justifierons ces identifi-

de K" ayant les mémes coordonnées. cations (intuitives ) au cha-
1 pitre 31, quand nous parle-
Par exemple les matrices (1 2 3) et | 2| au triplet (1,2,3). rons d'espaces vectoriels iso-

3 morphes.

De la méme facon, nous identifierons souvent une matrice 1 x 1 a I'élément de K qu'elle
contient.

[Définition (matrices élémentaires). Pour tout (i,5) € [1;n] x [1;p], on note 183 5 A
matrice de M., ,(K) dont tous les coefficients sont nuls sauf le coefficient d'indice (i, j)

qui est égal a 1. En d'autres termes, E; ; est la matrice suivante : s e paveris ce ve o Lol

que la matrice E; ; dépend

o --- 0 --- 0 --- 0 de la taille n x p des matrices
. de I'espace sur lequel on tra-
) vaille. Pour les utiliser avec

0 0 1 01]¢ - .

cette notation, il ne doit y

5 : : : avoir aucune ambiguité sur

o --- 0 --- 0 --- 0 cet espace.

0 o --- 0 0

Cette matrice est appelée matrice élémentaire d'indice (i,j) dans M,, ,(K).

\ J

Exemple : Les matrices élémentaires de Mj 3(R) sont :
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Définition (matrice nulle). On note 0, ;, la matrice de M, ,(K) dont tous les coeffi-
cients sont nuls. Sin = p, on la note 0.

[ Définition (matrice identité). On appelle matrice identité d’ordre n et on note I,, la]
matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf les coefficients diagonaux qui valent 1.
Autrement dit :

1 0 ... 0

01 0
Iy =

0 0 1

Il Opérations sur les matrices

Notons + I'addition sur le corps K et - la multiplication. Les éléments de K sont appelés
scalaires.

1) Addition et multiplication par un scalaire

[ Définition (addition de deux matrices). Soient A = (a;;);; et B = (b;;):; deux
matrices de M, ,(K). On définit I'addition (ou la somme) de A et B, et on note
A+ B, la matrice de M,, ,(K) dont le coefficient d'indice (i, j) est a; j + b; j pour tout
(Z,]) € [[1 ; n]] X [[1 ;p]]. Autrement dit A+ B = (ai,j I bi,j) 1<i<n

1<y<p

\

[ Définition (multiplication d’une matrice par un scalaire). Soit A € K. Soit]
A= (aij)ij € Mpp(K). On définit la multiplication de A par A, et on note X - A
ou simplement A, la matrice de M, ,(K) dont le coefficient d'indice (i, j) est \a;;
pour tout (i,7) € [1;n] x [1;p]. Autrement dit A\A = (Aai ;) 1<i<n -

L 1<j<p )
Exemples . 1 2 0 1 1 3
e Dans M32(K),ona | -1 3|+ 5 —-2]=[4 1

0 4 -2 =7 -2 -3

e Dans Ms 3 (K),

Proposition. Soient A, B et C' dans M., ,(K). Soient (\, 1) € K2. On a :

1. A+ B=B+A, 5 MA+B) =)+ )\B,
2 A+(B+C)=(A+B)+C, 6. AN+ p)A=XA+pA,
3 A40,p,=0,,+A4=A4, 7. MpA) = (\n)A,

4. A+ (-A)=(-A) + A=0np, 8 1-A=A.

~» DEMONSTRATION LAISSEE EN EXERCICE.

Corollaire. (M,, ,(K),+) est un groupe abélien. L’élément neutre est la matrice nulle)
On,p et, pour tout A € M, ,(K), le symétrique de A est —A.

S’il n'y a aucune ambiguité
sur la taille de la matrice, on
la note plus simplement 0.
Attention, on ne la confon-

dra pas avec le 0 du corps K.

On ne définit pas de matrice

identité non carrée.

Mais lorsque (z,y) € K?, on
note plus simplement zy le
produit x - y.

On ne peut sommer que
des matrices de méme taille
(c'est-a-dire avec le méme
nombre de lignes et le méme

nombre de colonnes).

En d'autres termes, on
somme coefficient par coef-
ficient (attention, ce ne sera
pas le cas pour le produit
dans le paragraphe suivant),
et on multiplie tous les coef-

ficients par \.

otons |'addition de deux
matrices est encore notée +
méme s'il s'agit d'une opé-
ration différente que celle
sur K.

Les propriétés 5 a 8 reliant
les lois + et - ci-dessus
nous permettront d'affir-
mer au chapitre 28 que
(M p(K),+,-) est un

KK-espace vectoriel.
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DEMONSTRATION. Découle directement de la proposition précédente :

la somme est

une loi interne, commutative, associative, 0, ;, est bien un élément neutre et, pour tout
A e M, ,(K) le symétrique de A est bien —A. O

| scalaire ou homothétie.

Définition (matrice scalaire). Pour tout A\ € K, la matrice \l,, est appelée matrice

[ Définition. Soit r € N*. Soit (M, . ..
combinaison linéaire de My, ..., M, s'il existe (A\1,...,\,) € K" tel que

M = z’": A M.
k=1

.

,M,) € My, ,(K)". On dit qu'une matrice M est]

J

Exemple : Si A € M3 3(K), alors A est combinaison linéaire des matrices élémentaires.

En effet :

On peut généraliser ce résultat :

Proposition. Pour tout A = (a; ;)i ; € My p(K), on a:

n p
A=Y Y ai;Ei;
i=1 j=1

.

DEMONSTRATION.

O]

Terminons ce paragraphe par la notion de trace d'une matrice carré. Elle ne nous sera pas

trés utile dans I'immédiat mais trouvera son intérét dans le chapitre 29 et I'an prochain.

Définition (trace). Soit A = (a;j)i<ij<n € Mn(K). On a appelle trace de A et on
n

note tr(A) la somme Z a;; des coefficients diagonaux de A.

i=1
Exemples :
e On atr(l,) =n et tr(0,) = 0. Plus généralement, si A € K, alors tr(Al,,) = nA.
1 2 3
e SiA=[0 =3 1|, alorstr(A)=1-3+2=0
7T -4 2

Proposition (linéarité de la trace). Soit A € K. Soient A et B dans M,,(K). Alors

tr(AA + B) = A tr(A4) + tr(B).

En d’autres termes, les ma-
trices scalaires sont les ma-
trices de la forme

A0 ... 0

0O X ... 0

0 0 ... X
avec )\ € K.

Dans le chapitre 28, on
dira que les matrices élémen-
taires forment une base de

Mo »(K).

La notion de trace d'une ma-
trice non carrée n'a pas de

sens |

En particulier I'application

tr n'est pas injective.
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DEMONSTRATION.

2) Produit de matrices

a) Définition

[ Définition. Soient A = (aij)ij € Mnp(K) et B = (bij)i; € Mpq(K). On appel/e‘
produit des matrices A et B la matrice notée AB ou A x B appartenant a M,, 4(K)

dont le coefficient d'indice (i,7) € [1;n] x [1;q] est s 2 o [PRER L eme &
terme. Cette définition peut

Le produit de deux matrices

p sembler tirée par les cheveux
E :ai,kbk,j‘ au premier abord. Nous ver-
L =1 ) | rons pourquoi il en est ainsi

& On multiplie une matrice de taille n X p par une matrice de taille p X ¢ et on obtient dans le paragraphe IV

une matrice de taille n x ¢q. Le produit AB n’est donc défini que lorsque le nombre de
colonnes de A est égal au nombre de lignes de B. En particulier, AB peut étre définie sans
que BA le soit.

Le produit de deux matrices
carrées de méme taille est
toujours défini.

On peut présenter le produit matriciel de A € M,, ,(K) et B € M, ,(K) sous la forme

ci-dessous (qui prend de la place mais facilite les calculs de chaque coefficient de AB),

parfois appelée « produit en papillon ».

’B . p lignes ¢ coIonnes‘

X@
]
S
)
)

(=
bS]
—_
>
ES
2

cy oo ley | oaes cyg

a1 a2 a3 Qip Cil e Ciq
anl Anp2 an3 Ce Qnp Cnl PN Cnj PN Cngq
A :nlignes p colonnes‘ ’C’ = A x B : n lignes ¢ colonnes
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Exemple : Soient A = <

b) Premiéres propriétés du produit matriciel

'Proposition (associativité). Quand il est défini, le produit de matrices est associatif,
c'est-a-dire, pour toutes matrices A € M, ,(K), B € M, ,(K) et C € M, ,(K), on a
Ax (BxC)=(AxB)xC.

DEMONSTRATION.

O]

& Le produit de matrices n'est pas commutatif! Dans un premier temps, pour qu'il ait
un sens dans les deux cas, il faut que les deux matrices soient carrées. Et méme si c'est le
cas, il n'y a aucune raison qu'il soit commutatif.

Par exemple,

CE-6D » (D66

En particulier, on voit qu'on peut avoir AB =0 avec A # 0 et B # 0! Il est donc faux de
dire : « On a AB = 0. Or un produit de facteurs est nul si et seulement si I'un au moins
des facteurs est nul donc A =0 ou B =0».Si AB =0, on ne peut rien dire !

[Définition. On dit que deux matrices A et B de M,,(K) commutent si AB = BA. ]

rProposition (bilinéarité). Quand il est défini, le produit de matrices est bilinéaire,‘
c’est-a-dire que, pour tous A € M, ,(K), B € M, 4(K), B € M, 4(K), C € M, (K)
et (A, pn) €K,

e Ax (AB+ uB) = AAB + uAB,
e (AB+ puB) x C = ABC + uBC.

~» DEMONSTRATION LAISSEE EN EXERCICE.

On généralise aisément les
propriétés ci-contre a un
nombre quelconque de ma-

trices (de taille convenable).

Nous verrons au paragraphe
1.1 que (M (K), +, X) est
un anneau : il est donc non
commutatif et non intégre.
Ci-contre, A et B sont deux

exemples de diviseurs de 0.

Au chapitre 32, on pourra
tout de méme dire que
Im(B) C Ker(A).

On généralise aisément les
propriétés ci-contre a une
combinaison linéaire quel-
conque (de taille conve-
nable).
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c) Produit par une matrice scalaire

Proposition (produit par une matrice scalaire). Soit A € M, ,(K). Soit A € K. On
a (M) x A=A x (M) = MA. En particulier :

O0p Xx A=AX0p,=0pp et I, xA=AxI,=A

DEMONSTRATION. Déja (AI,) x A et A x (AI,) sont bien des matrices de M,, ,,(K). Soit
(4,7) € [15n] x [1;p]. On a

(L) = (AL)igAr; = (Mn)iidi; = My
k=1
et
(A x (A ZA”C/\I 5= A (M) = M.

Ainsi (AI,) x A = A x (M,) = AA. Les cas particuliers s’obtiennent en prenant A = 0 puis
A=1 O

Remarque : En particulier, pour tout A € K, Al,, commute avec toute matrice carrée

de taille n. On montrera dans I'exercice 28 que la réciproque est vraie : si une matrice
M € M, (K) commute avec toute matrice A € M,,(K), alors M est une matrice scalaire.

d) Produit de deux matrices élémentaires

Définition. Pour tout (i,j) € Z2, on définit le symbole de Kronecker 0ij par :

5 _J0 sii#]
WE1 1 si i=j

Exemple : Nous avons vu au chapitre 10 que :

27
Y(n, k) € Z2, / el =Rtq = 5, ), x 2m.
0

-

Proposition. Placons-nous dans M,,(K). Soit (i, j, k,£) € [1;n]*. Alors :

Eij x Exp=06;xE;;

\

DEMONSTRATION.

On a méme encore

Og,n X A =0g,p

A X 0pg = 0n 4.

Dans cette somme, seule le
terme d'indice k = 7 est po-

tentiellement non nul.

Le symbole de Kronecker
permet de donner des résul-
tats plus synthétiques et de
ne pas s'embarrasser avec

des études de cas.

Le résultat ci-contre est tou-
jours valable pour des ma-
trices élémentaires rectan-
gulaires (quand le produit
est bien défini). Plus préci-
sément : soient i € [1;n],
(J,k) € [1;p] et £ € [154].
Notons respectivement :

o [;; la matrice élémen-
taire d'indice (7,j) de
M, »(K).

o I o la matrice élémen-
taire d'indice (k,£) de
Mp,q(K).

e E;, la matrice élémen-
taire d'indice (4,¢) de
M, o (K).

Alors on a encore :

Ei; X Exe=0rEi,
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... Il suffit donc de retenir
le résultat pour les matrices
carrées et de se souvenir
qu'il est encore valable pour
les matrices rectangulaires,

quand tout est bien défini.

Remarque : Si A = (a;;)i; € M,(K) etsi (k,£) € [1;n]?, alors :

Cette remarque sera trés
utile pour exprimer les opé-
rations élémentaires sur les
colonnes et les lignes a
I'aide de matrices élémen-
taires dans le paragraphe
1V.3.

e) Produit par une matrice colonne

[Lemme. Soit A = (@i )i € Mnp(K). Soit j € [1;p]. Alors

Autrement dit, si on note
0 U; le vecteur colonne de

a1 a1z ... aip a1 j taille p dont tous les coef-

a271 a272 000 a27p 1 j CLQJ’
. . X 7 = . de la ligne j qui vaut 1, alors

ficients sont nuls sauf celui

le vecteur colonne AU, (de

a a ..o a Ay 5 .
n,l - Un,2 n,p 0 ™.J taille n) est la j*me colonne

de A.

. J

DEMONSTRATION. Cela se voit bien en faisant le produit avec les mains. Montrons-le
rigoureusement.

O

Exemple : Soient A et B deux éléments de M.,,(K). On suppose que, pour tout vecteur
colonne X, AX = BX. Montrons que A = B.

Pour tout j € [1;n], en notant U; le vecteur colonne de taille n dont toutes les coordonnées
sont nulles sauf celle en position j qui vaut 1, alors AU; = BUj, si bien que A et B ont
méme j-éme colonne. L'indice j étant quelconque, les colonnes de A et B sont les mémes
donc A = B.

Lycée Condorcet - MPSI2 8/32 Matthias Gorny



Proposition. Soit A = (a;;)ij € Myup(K). Soit X = (1 a2 --- :vp)T € My 1(K).
Alors AX est un vecteur colonne (de taille n) combinaison linéaire des colonnes de A.
Plus précisément, si on note C1,...,C), les colonnes de A :

p
4X =Y 5iCe
k=1

Autrement dit

P
E Q1T
k=1
a1 ar2 ... Qaip T p
azi1 a2 ... Qa2p T2 Za2’k$k
AX = . ) . = | = € M, 1(K).
Gp1 A4n,2 ... Qpp Tp @ .
Zan,k$k
L k=1
DEMONSTRATION. En reprenant les notations Uy, ..., U, de la proposition précédente,

Une autre conséquence du lemme est la suivante :

Corollaire. Soient A € M,, ,(K) et B € M,, ,(K) Notons C4,...,Cy les colonnes de B.
Alors, pour tout k € [1,q], la k™ colonne de AB est égale 3 AC}.

~» DEMONSTRATION LAISSEE EN EXERCICE.

f) Trace d’un produit

[Proposition. Soit (A, B) € My p(K) x My, (K). Alors tr(AB) = tr(BA). ] % :
et BA sont alors bien

DEMONSTRATION. des matrices carrées et donc
parler de leur trace a bien un

sens.

O]

Remarque : C'est un résultat surprenant : alors que les matrices ne commutent pas en
général, on peut « les faire commuter dans la trace ». Attention quand il y a trois matrices,
on ne peut seulement les faire « permuter circulairement ». Par exemple, si A, B, C sont
trois matrices telles que ABC' a un sens, alors

tr(ABC) = tr(A(BC)) = tr((BC)A) = tr(BCA)

puis, de méme, tr(BCA) = tr(CAB). En revanche, a priori, cela n'est pas égal a tr(BAC)
a tr(ACB) ou a tr(CBA) (les produits intérieurs a la trace pourrait méme ne pas avoir
de sens).
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3) Transposition

Définition. Soient A = (a; ;)i ;j € My p(K). On définit la transposée de A, et on note
AT, la matrice de M,,,(K) dont le coefficient d'indice (i,7) € [1;p] x [1;n] est aj;.

2 1
Exemple : Si A = <? _01 2) € Ma3(K), alors AT = [0 —1]| € M32(K).
3 6

Remarques :

e La transposée d'une matrice colonne est une matrice ligne et vice versa. Aussi, lorsque
z1
X = iL'n)

est une matrice colonne, on I'écrira souvent (iL'l To pour

L,
gagner de la place.
e Le produit X T X est une matrice de taille 1 x 1. Son unique coefficient est le scalaire
n
Zx% On identifiera souvent d'ailleurs X T X avec le scalaire en question.

k=1
A ne pas confondre avec XX | qui est la matrice carrée de taille n

:):% T1T2 L1Zn
Tox1 x% ToTy
2
Tl TpTy ... Ty,

dont le coefficient d'indice (i, ) est x;x; pour tout (i,5) € [1;n]>

Proposition. Soit A = (a;;)ij € Mnp(K). Alors (AT)T = A. En particulier, la
transposition est une bijection de M, ,(K) dans M, ,,(K).

~» DEMONSTRATION LAISSEE EN EXERCICE.

[Proposition. Pour tous A € M,, ,(K) et B € M, 4(K), alors (AB)T = BTAT. ]
DEMONSTRATION.

O
[Proposition. Si A€ My(K), alors tr(AT) = tr(A). ]

~» DEMONSTRATION LAISSEE EN EXERCICE.

Proposition (linéarité de la transposition). Soient (A,B) € (M, ,(K))? et

(M ) € K2. Alors AA + uB)" = MAT + uBT.

~» DEMONSTRATION LAISSEE EN EXERCICE.

N

En clair, AT est obtenue 3
partir de A a I'aide d'une sy-
métrie par rapport a la dia-
gonale (ou en échangeant les

lignes et les colonnes).

Cela permettra de définir la
norme associée a un produit
scalaire sur K" dans le cha-
pitre 38

Sin = p, la transposition a
pour réciproque elle-méme :
c’est une involution.

Ce n'est pas le cas
si n # p.

Ainsi, quand on transpose,

on inverse |'ordre des

matrices. Moyen mnémo-
A e My p(K)
donc AT € M,.(K),
B € Mpye(K) donc
BT = M,y,(K), si bien
que BT AT est défini mais
pas ATBT.

technique

On généralise aisément par
récurrence a un nombre quel-

conque de matrices.
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11l  Anneau des matrices carrées de taille n

Le produit de deux matrices carrées de méme taille n est toujours défini et est encore une

matrice carrée de taille n. Cela fait du produit une loi de composition interne sur M,, (K).

Ce constat justifie a lui seul ce paragraphe.

1) Structure d’anneau

[Théoréme. (M (K),+, x) est un anneau. J

DEMONSTRATION. On a vu dans le paragraphe II.1 que (M,,(K), +) est un groupe abélien.
On a vu dans le paragraphe 11.2.b que la LCl x est associative et distributive (il s’agit de
la propriété de bilinéarité en prenant A\ = u = 1) par rapport a +. Enfin elle admet un
élément neutre qui est la matrice I,,. O

C'est un anneau non commutatif et non intégre dés que n > 2 (mais si n = 1, M, (K)
a un intérét limité) et donc ce n'est pas un corps.

Par exemple, on a déja vu que

01X10_00 ot 10X01_01
00 0 0/ \0 O 0 0 0 0/ \0o 0/’
ce qui est un contre exemple a la commutativité et a I'intégrité lorsque n = 2. Pour
n > 3 quelconque, il suffit de penser aux matrices élémentaires E 5 et Ea 3 ot (cf.
paragraphe 11.2.d) E1 2E> 3 = Ey 3 mais E3 3E1 9 = Oy,
2) Puissances entiéres de matrices

Puisqu’il s’agit d'un anneau, on peut définir la notion de puissance entiére de matrices :

Définition. Pour tous A € M, (K) et k € N*, on pose A¥ = Ax Ax---x A
k fois

On convient que A° =1,,.

Remarques :

e Si A n'est pas carrée, on ne peut pas calculer les puissances successives de A car le
produit A x A n'est pas défini.

e Si A € K, pour tout p € N, (Al,,)P = APL,,.

e Une puissance de A non nulle peut étre une matrice nulle.

Par exemple, si A = ( ) alors A2 =0 mais A £ 0.

0 1
0 0
Exemple : Soit n € N. Calculons les puissances successives de la matrice .J,,, la matrice
carrée de taille n dont tous les coefficients sont égaux a 1.

Les résultats suivants découlent tous du chapitre 17 que :

Mais ce n'est pas un corps
puisqu’il n'est pas commuta-
tif.

On parle de matrice nilpo-
tente. On en reparlera dans

le paragraphe 111.5

Attention, cette relation
n'est pas valable pour k =0

car JS =1,.
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[Proposition. Soit A et B dans M, (K). Soit (k,€) € N2. Alors
o AF x At = AL AF = ARFL
s (Ak)£ — (AZ)k: — AM,
e Si A et B commutent, alors :
*x A* et BY commutent,

x (AB)* = A*BF,

J

[Théoréme. Soient p € N*. Soient A et B deux matrices de My (K) qui commutent.)

Alors : .
-
AP — B? = (A - B) x (Z A’prlk> .
k=0

. J

Remarque : En particulier, pour tous p € N* et A € M,,(K), puisque I,, commute avec
A, ona:

I, — AP =

[Théoréme (Formule du binéme de Newton). Soient p € N*. Soient A et B deux]
matrices de M,,(K) qui commutent. Alors :

(A+ By = éo (i) AFBPF — z: <z> APk,

| k
Exemples : 110
e Soit p € N*. Calculons AP lorsque A= [0 1 1
0 0 1
3 1 1 1
3

e Soit n € N\{0;1}. Considérons la matrice A, = |1 1 € M, (K).

Rappelons que I3 com-
mute avec toute matrice de

taille 3.

%éthode classique dans

I'exemple suivant : écrire
A,, comme somme de deux
matrices qui commutent.
Puisque les matrices du type
AL, commutent avec toute
matrice carrée de taille n, on
cherche 2 écrire A, sous la
forme A\, + B,, avec B, une
matrice dont les puissances

sont faciles a calculer.
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3) Matrices carrées particuliéres

a) Matrices diagonales

Définition. Soit D = (d;;)i; € My(K). On dit que D est diagonale si tous
les coefficients non diagonaux de D sont nuls, c'est-a-dire si d; ; = 0 pour tout
(i,7) € [1;n]? tel quei # j.

On note D,,(K) I'ensemble des matrices carrées diagonales.

Exemples :
e Pour tout A € K, A, est diagonale.
0 0 0

e La matrice D = € M5(K) est diagonale.

o O O o
S O O
o O O oo
S w o o
- O O O

Remarque : Pour tout (A1,...,\,) € K", on rencontre parfois la notation

M 0 - 0

Diag(A1,..., A\p) = 0

Par exemple I,, = Diag((1)1<i<n)-

Proposition. D,,(K) est stable par somme et stable par multiplication par un élément de
K. En particulier (D,,(K),+) est un groupe abélien.

~» DEMONSTRATION LAISSEE EN EXERCICE.

rProposition. Soient A = (ai;)i; et B = (b;;)i; deux matrices de D, (K). Alors)
AB € D, (K) et les coefficients diagonaux de AB s'obtiennent par multiplication terme
a terme :

aq 0 0 b1 0 0 a1b1 0 0

0o . - 0o . . i | o :
0 0 0

0 0 ap 0 0 bn 0 0 apby

Attention, cela ne signifie

pas que les coefficients dia-

gonaux de D sont non nuls!

Par exemple, la matrice D

ci-contre est diagonale alors

qu'elle a un coefficient diago-

nal nul. Plus fort : la matrice

nulle est diagonale!

.. non officiellement au pro-

gramme.
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~+ DEMONSTRATION LAISSEE EN EXERCICE.
Exemple :
1 00 4 0 0 4 0 O
0 2 0]x(0 5 0)=1]0 10 O
0 0 3 000 0 0 O

Par récurrence, on obtient :

[ Corollaire. Soient A = (aij)i,j € Dn(K) et p € N. Alors AP € Dy, (K) et |
a0 0\" [a& 0 -~ 0
0 il o :
: 0 - e e
0 0 an 0 0 ap

~

[Proposition. (D (K), +, x) est un anneau commutatif.

J

~» DEMONSTRATION LAISSEE EN EXERCICE.

b) Matrices triangulaires

[ Définition. Soit T = (tij)ij € Myn(K). On dit que T est triangulaire supérieure (respec—‘
tivement inférieure) si t; ; = 0 pour tout (i,j) € [1;n]? tel quei > j (respectivement
i<j)

On note T, (K) (respectivement T, (K)) I'ensemble des matrices carrées triangulaires
ksupérieures (respectivement inférieures).

J

1 2 3 1 00
Exemples : La matrice | 0 0 4 | est triangulaire supérieure, et | 2 3 0| est trian-
0 0 5 0 4 5

gulaire inférieure.

Proposition. 7" (K) et 7, (K) sont stables par somme et stables par multiplication par
un élément de K. En particulier (T, (K),+) et (7, (K),+) sont des groupes abéliens.

~» DEMONSTRATION LAISSEE EN EXERCICE.

Proposition. Soient A et B dans M, (K) triangulaires supérieures (respectivement
inférieures). Alors AB est triangulaire supérieure (respectivement inférieure), et les
coefficients diagonaux s'obtiennent par multiplication terme a terme.

DEMONSTRATION.

En particulier, deux matrices
diagonales (carrées de méme

taille) commutent.

A

Dn(K)
contrairement a M, (K).
En revanche, D, (K) n’est

est commutatif,

toujours pas integre (il suffit
de multiplier les matrices

élémentaires E1,1 et E22).

En d'autres termes, T est tri-
angulaire supérieure si tous
les coefficients en dessous
(au sens strict) de la dia-
gonale sont nuls. Attention,
cela ne signifie pas que les

autres sont non nuls!

Contrairement aux matrices
diagonales, deux matrices
triangulaires ne commutent
pas forcément. Par exemple,
les deux matrices triangu-
laires ci-contre ne com-

mutent pas.
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O]

Les termes non diagonaux ne s'obtiennent pas par multiplication terme a terme! Par
exemple, dans le produit ci-dessous, on a écrit a droite les coefficients pouvant étre obtenus
« gratuitement »

-1 *
*

3w

O O %

0
0
On multiplie en effet deux matrices triangulaires supérieures donc le produit est triangulaire
supérieur, d'ou les zéros sous la diagonale. De plus, les coefficients diagonaux sont obtenus
par multiplication terme a terme. Cependant, les coefficients au-dessus de la diagonale

(représentés par des étoiles ci-dessus) ne peuvent pas étre obtenus aussi rapidement, il n'y
a pas de raccourci, il faut les calculer a la main.

[Proposition. (TF(K),+, x) et (T, (K),+, x) sont des anneaux non commutatifs. ]

~» DEMONSTRATION LAISSEE EN EXERCICE.

c) Matrices symétriques et antisymétriques

Définition. Soit A = (a;;)i,j € Mnp(K). On dit que A est
e symétrique si AT = A, i.e. si a;; = a;; pour tout (i,7) € [1;n]?.
e antisymétrique si AT = —A, i.e. si aj; = —a;; pour tout (i,j) € [1;n]%

On note S,,(K) (respectivement A,,(K)) I'ensemble des matrices carrées d’ordre n qui
sont symétriques (respectivement antisymétriques).

J

[Proposition. Les coefficients diagonaux d’une matrice antisymétrique sont nuls. ]

DEMONSTRATION. Soit A = (aj;)i; € An(K). Pour tout ¢ € [1;n], en prenant j = 1,
on obtient a;; = —a;; donc a;; = 0. =

Remarques :

e Si A est symétrique, pour tout i € [1;n], en prenant j = 1, il vient a;; = a;; : en
d’autres termes, on n’a aucune condition sur les coefficients diagonaux, ceux-ci sont
quelconques. En revanche la condition a; ; = a;; pour tout (4, j) € [1;n]? signifie que
A est symétrique par rapport a la diagonale (d'ou le nom de matrice symétrique).

Par exemple, la matrice

1 0 3 =2
o 7 -1 7
3 -1 —4 V2
-2 7 V2 5

est symétrique : les coefficients diagonaux sont absolument quelconques, et ceux
au-dessus de la diagonale sont égaux a ceux en dessous.

M:

e Si A est antisymétrique, on vient de montrer que les coefficients diagonaux sont non
nuls. Pour le reste, la condition a; ; = —a;; signifie que les coefficients au-dessus de la
diagonale sont opposés a ceux qui sont en dessous.

Le produit d'une matrice
triangulaire supérieure et
d'une matrice triangulaire in-
férieure n'est pas forcément
triangulaire. Par exemple,

(2 5)<( 3)
- 2).

On ne parle de matrices
(anti)symétriques que pour
des matrices carrées. En ef-
fet, si A n'est pas carrée,
alors A et AT n'ont pas la
méme taille donc ne peuvent

&tre ni égales ni opposées.
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Par exemple, la matrice ci-dessous est antisymétrique :

0 1 -6 -2
1 0 2 -3
A= 6 —2 O 1
2 3 -1 0
o OnaDy(K) C Sp(K) et Sp(K) N A (K) = {0,).

Exemple : Montrons que, pour toute matrice M € M, (K), il existe S € S,(K) et
A € A, (K) uniques telles que M = S + A.

rProposition. Sn(K) et A, (K) sont stables par somme et stables par multiplication par
un élément de K. En particulier (S,(K),+) et (A, (K),+) sont des groupes abéliens.

DEMONSTRATION. Soient Sp, Sy dans S, (K) et A1, Ay dans A, (K). Soit A € K. Pour
tout (i,7) € [1;n]?,

(S1+52)ij = (S1)ij + (S2)ij = (51)ji + (S2)j: =

(A1 + A2)ij = (A1)ij + (A2)ij = —(A1)ji — (A2)ji =
(AS2)ij = A(S2)ij = A(S2)ji = (AS2);4

(S1 4 52)j4,
—(Al + AQ)N‘

et

(M2)ij = A(A2)ij = —A(A2)ji = —(Ma)ji
donc S1 + 52 € S, (K), 41 + Ay € A,(K), A\Ss € §,,(K) et Ay € A,,(K). En prenant
A= —1, il vient que —S5 = (—1)S3 € §,(K) et —Ay = (—1)A3 € A,(K). Ainsi S, (K)
et A, (K) sont des sous-groupes (pour I'addition) de M,,(K) sont des groupes. O

4) Matrices inversibles

a) Résultats généraux

[ Définition. Soient A et B dans M, (K). On dit que :
e B est un inverse a gauche de A si BA =1,,.
e B est un inverse a droite de A si AB = 1,,.

e B est un inverse de A si B est un inverse a gauche et a droite de A, c’est-a-dire si
BA = AB =1,.

Si A admet un inverse, on dit que A est inversible.

Remarque : En d'autres termes, une matrice inversible est un élément inversible de I'anneau
M,,(K) pour le produit. Cependant, dans I'anneau M,,(K), nous avons le résultat bien
pratique suivant :

Ce résultat est analogue a
celui démontré au chapitre
2 : toute fonction est somme
d’une unique fonction paire
et d'une unique fonction im-

paire.

Mais S, (K) et A,(K) ne
sont pas munis d'une struc-
ture d'anneau. En effet le
produit de deux matrices
symétrique n'est pas symé-
trique a priori. Par exemple

le produit des matrices symé-

o (0 e ;)
st (5 o) ¢ ()

produit des matrices anti-
o 0 1
symeétriques (_1 O) et

<(1) _01) est I ¢ Ax(K)

%e matrice inversible est

donc carrée par définition.
Cela n’a aucun sens de par-
ler d'inversibilité pour une

matrice non carrée.

Lycée Condorcet - MPSI2 16/32

Matthias Gorny



Théoréme (admis provisoirement). Soient A et B dans M,,(K). Si B est un inverse
a gauche ou 3 droite de A, alors B est un inverse de A.

Ce résultat semble miraculeux puisque I'anneau n'est pas commutatif! Nous le
montrerons dans le chapitre 32.

[Proposition. Soit A € M, (K). Si A admet un inverse, celui-ci est unique. On /e]
note A~L.

DEMONSTRATION. Supposons A inversible. Soient B et C deux inverses de A. Alors, en
particulier, AB = AC = 1,,. En multipliant par B a gauche, il vient : BAB = BAC = B.
Or, BA =1, donc I,,B = 1,,C c'est-a-dire que B = C. ]

Remarque : Ainsi, si on arrive a une égalité du type A x B =1, ou B x A =1,, alors on
peut dire directement que A est inversible et que B = A~1.

Définition (groupe linéaire). L’ensemble des matrices inversibles de taille n est noté
GL,(K). Il s'agit d'un groupe appelé groupe linéaire d’ordre n.

Exemples :

e I, x I, =1, doncl, est inversible et 1] =1,,.

1
e De méme, si A # 0, alors \1,, est inversible, et ()\In)_1 = XIH'

e L a matrice nulle n'est pas inversible. En effet, dans un anneau non réduit a un singleton,
I'élément neutre pour I'addition n'est jamais inversible pour la multiplication (cf. chapitre
17).

e Lorsque n > 2, les matrices élémentaires de M, (K) ne sont pas inversibles. En effet,
soit (i,7) € [1;n]? et supposons que E; ; est inversible. Il existe alors B € M,,(K) tel
que E; jB =1,. Soit k € [1;n]\{i}. Alors E; ,E; ;B = Ej ;1,, et donc 0,, = Ej 1, ce
qui est absurde.

b) Premiéres propriétés

[Proposition. Soient A et B dans GL,(K). Soit A € K*. Alors
1. A1 est inversible et (A~1)"1 = A,
. AB est inversible et (AB)™! = B~1A~1.

2

3. Sik €N, alors AF est inversible et (AF)~1 = (A=1)k.
1

4 —A™L

A

5

. AT est inversible et (AT)™! = (A=1)T.

\ J

. AA est inversible et (A\A)~! =

DEMONSTRATION.
1. Ona AA™' = A=1A =1, donc, par définition, A est bien I'inverse de A1

2.0n a (AB)(B7'A™Y) = ABB'A7! = A[,A7! AATL = 1, et
(B'AY)(AB) = B™'A7'AB = B7'1,B = B™'B = I, si bien que AB est in-
versible d'inverse B~1A~1

3. Ce dernier point ce montre par récurrence sur k a partir du point précédent.

4. De méme que précédemment, il suffit de voir que le produit des deux matrices \A et
1 s
XA_I est égal a I,,.

5. 0na AT(A™)T = (A71A)T =1] =1, si bien que AT est inversible d'inverse (A~1)T.

Autrement dit AB =1, si

et seulement si BA =1,.

On utilise sans le dire I'asso-

ciativité du produit.

Il s'agit bien d'un groupe
puisqu'il s'agit de I'’ensemble
des éléments inversibles de
I'anneau M, (K) (cf. cha-
pitre 17). On le redémon-
trera dans le prochain para-
graphe.

Il existe donc des éléments
non nuls qui ne sont pas in-
versible : on retrouve le fait
que M, (K) n'est pas un
corps (en dehors du fait qu'il

n'est pas commutatif).

On change I'ordre quand on

inverse un produit!

Les propriétés 1 a 3 ont déja
été prouvées dans le cha-
pitre 17.

On utilise I'associativité du

produit sans le dire.
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Remarques :
e Avec les propriétés 1 et 2, on retrouve le fait que GL,,(K) est un groupe pour x dont
|'"élément neutre est I,,.
& Ce n’est pas un groupe pour |'addition.
Par exemple 1,, € GL,,(K) et —I,, € GL,(K) mais I,, + (—1I,,) = 0,, ¢ GL,,(K)
e Les matrices inversibles sont celles par lesquelles on peut « simplifier ». Attention, il
faut le faire proprement (cf. chapitre 17), c'est-a-dire multiplier par 'inverse a gauche
ou a droite le cas échéant. On ne peut pas « barrer sauvagement » !
Par exemple, si A est inversible et si on a AB = AC alors, en multipliant par A~ %is siona AB — CA
gauche, on obtient A YAB = A~YAC donc B =C. alors on ne peut ren: affir-
e L’'an prochain (et aussi dés cette année de facon guidée), vous verrez des méthodes pourmer! On peut en effet avoir
écrire certaines matrices A € M,,(K) sous la forme A = PDP~! avec P € GL,(K)AB = CA avec B # C,
et D € D, (K) (on parle de diagonalisation). Cette écriture est trés pratique a plus d'unméme si A est inversible !
titre, notamment pour calculer des puissances. En effet, on a alors :

c) Le cas particulier des matrices 2 x 2

e N

Théoreme. Soit A— (%

d> € My (K). La matrice A est inversible si et seulement si
ad — bc # 0. Dans ce cas

1 d —b
Al = —— :
ad — be (—c a >

\

DEMONSTRATION.

. 1 2
Exemple : Soit A = <3 _1>.

La quantité
pelée le dét
matrice A =
peut aussi dé
de détermina
trice carré q
le calcul est
compliqué. N
rons le chap

tier.
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d) Utilisation d’un polyndmes annulateur

Soit A € M, (K). On appelle polyndme en la matrice A toute matrice qui s'écrit comme
combinaison linéaire de puissances de A. Supposons que I'on dispose d'un polynéme

P=a,XP +ap 1 XP ' 4+ a1 X +ag

a coefficients dans K. Alors Ne pas oublier de changer le

1 ao en apA® = aol,, !
P(A) = apAP +ap 1 AP + -+ a1 A+ aol,,
est un polyndme en A. On dit qu'il est annulateur de A si P(A) = 0,. On obtient alors
apAP + ap, 1 AP 4 b ag A = —agl,

donc
A(apAp_l + ap_lAp_2 + -4 a1ly) = —aol,

et donc, lorsque le coefficient constant ag est non nul,

A <_“PAp1 _al’—lAp?Jr..._ZlIn) —1,.
0

ao ao

On en déduit que A est inversible et que O e et rEn cemdie

avec cette méthode lorsque
_ a _ Ap—1 _ aq
Alz_lAP 1_LAP 2+_7In ap = 0.
agp agp ao

On peut bien siir raisonner en terme de somme :

1 p
Al =—— AR

-3 -2 -3
Exemple : Considérons A= 5 1 3 |.Ona(A+13)(A—2I3)2 =03 Eneffet: Y otion de selyrnre mi
5 4 5 nulateur sera étudiée officiel-
Aol Aol lement et plus largement en
deuxiéme année. Vous ver-
-5 -2 -3 -5 -2 -3 rez notamment comment en
5 -1 3 5 -1 3 trouver un pour une matrice
5 4 3 2 4 3 donnée. Tout ce qu'il faut
-2 -2 -3 —-15 —6 -9 0 0 0 retenir de ce paragraphe est
5 2 3 0 0 0 0O 0 O cette méthode quand on dis-
5 4 6 25 10 15 0O 0 O pose d'une telle relation po-
lynomiale nulle sur la ma-
A3 (A+13)(A—213) (A+13)(A—213)2

trice A.

Ainsi :
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5) Matrices nilpotentes

Le programme impose de rencontrer des exemples de matrices nilpotentes mais ne dit pas
d'en faire une étude générale. Celles-ci sont tres classiques et trés utiles. Faisons la quand
méme.

Définition. On dit que N € M,,(K) est nilpotente s'il existe p € N tel que NP = 0,,. Le
plus petit entier p qui vérifie cette condition est appelé I'indice de nilpotence de IN.

Exemples :

e Pour tout (i,j) € [1;n] tel que i # j, la matrice élémentaire E; ; € M, (K) est
nilpotente d’indice 2 (car non nulle et Ef] =0p).

e [es matrices

0100 01 2 3
0010 0045
M=1g00 0 e NM=1y0 0 ¢
000 0 000 0

sont respectivement nilpotentes d'indices 3 et 4 (je vous laisse le vérifier).

[Proposition. Soit N € M, (K) nilpotente d’indice p. Alors, pour tout k > p, N¥ = On.]

DEMONSTRATION. Soit k > p. Alors N¥ = N? x N¥=P = 0,, x N¥=P = 0,,. O

'Proposition. Soient (N, M) € M,,(K)2. Si N et M sont nilpotentes et commutent,
alors N x M est nilpotente.

DEMONSTRATION.

O

& C’est faux si les deux matrices ne commutent pas! Un produit de deux matrices

. . , : . 0 1 00
nilpotentes n'est pas forcément nilpotente ! Par exemple, les matrices 0 0 et 10

. _— . . 10 ,
sont nilpotentes d'indice 2, mais leur produit P = < ) ne l'est pas car, par une

00
récurrence immédiate, P¥ = P # 0 pour tout k > 1.

Ce plus petit entier existe
car I'ensemble

{k e N|N* =0,}
est une partie non vide (car

N nilpotente) de N donc ad-

met un plus petit élément.
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Proposition. Soient (N, M) € M,,(K)2. Si N et M sont nilpotentes et commutent,
alors N + M est nilpotente.

DEMONSTRATION.

O

& C'est faux si les deux matrices ne commutent pas! Une somme de deux matrices

. . , : . 0 1 0 0
nilpotentes n'est pas forcément nilpotente ! Par exemple, les matrices 0 0 et 1o

1
1 o) Me I'est pas. En effet, une
récurrence immédiate prouve que, pour tout k € N, S2¢ = I, et S?*1 = S En particulier,
pour tout p € N, SP #£ 0.

. N . 0
sont nilpotentes d’indice 2, mais leur somme S = <

[Proposition. Une matrice nilpotente n'est pas inversible. ]

DEMONSTRATION. Si N est inversible alors, pour tout p € N, N? est inversible donc
NP =0 (puisque la matrice nulle n'est pas inversible) et donc N n'est pas nilpotente. D’ou
le résultat par contraposée. O

& La réciproque est fausse ! Une matrice non inversible n'est pas forcément nilpotente !
Par exemple, la matrice élémentaire Ej; n'est pas inversible (car c'est un diviseur de
zéro, cf. paragraphe 11.2.d, mais aussi car c’est une matrice diagonale avec des coefficients
diagonaux nuls, cf. paragraphe 1V.4.c) mais n’est pas nilpotente. En effet (comme elle est
diagonale), pour tout p € N*, Ef’l = Fj,1. Cependant, on a tout de méme le résultat
suivant :

'Proposition. Soit N € M,,(K) nilpotente d’indice p. Alors 1, — N est inversible et :

p—1
(In—N)™ =) N*
k=0

.

DEMONSTRATION.

O]

Il'y a encore beaucoup a dire sur les matrices nilpotentes. Nous en reparlerons dans les
chapitres 31 et 32. Nous montrerons notamment les résultats suivant :

Résultat classique mais HP :

a savoir redémontrer !

L'ensemble .#" des matrices
nilpotentes (de taille n)
n'est donc pas un groupe
(pour la somme). Cepen-
dant, il est stable par multi-
plication par un scalaire : on
dit par conséquent que c'est
un cone et on parle du cone

nilpotent.

Le cas p = 0 est inutile :
pour toute matrice M, on
a M° =1, donc n'est pas

nulle!

Lycée Condorcet - MPSI2 21/32

Matthias Gorny



'Proposition. L’indice d’une matrice nilpotente de taille n (pas forcément triangu/aire)‘
est inférieur ou égal a n. Par conséquent, pour tout N € M, (K),

e si N est nilpotente, alors N™ = 0.

e si N™ #£0, alors N n’est pas nilpotente.

'Proposition.

e Une matrice triangulaire supérieure stricte (i.e. avec une diagonale nulle) est nilpotente
d’indice inférieur ou égal a n.
o Sik € [2;n], alors la matrice de M,,(K)

o1 o0 -~ 0 O --- 0 1
oo 1 -~ 0 0 --- 0 2
0 0 0 1 0 0| k-1
0 0 O 0 0 0

0 0 O 0 0 O

0 0 O 0 0 0

est nilpotente d’indice k.

IV Liens entre matrices et systemes linéaires

Nous renvoyons au chapitre 8 pour les notions de systémes linéaires, d'opérations élémen-
taires et pour la présentation de la méthode du pivot de Gauss pour les résoudre. Dans
ce paragraphe, nous allons voir le lien entre les systemes et les matrices et comment les
propriétés de I'une se reportent sur les propriétés de I'autre, et vice versa.

1) Matrice associée a un systéeme

'Proposition/Définition (liens avec les matrices). Soient n € N*, p € N* et
a1y + ajpTs + -+ apTp = b
(S) 2171 + ag2%2 + - - - + a2pxp = by

Ap1T1 + Ap2x2 + - + Appxp = by,

un systeme linéaire de n équations a p inconnues ou, pour tout (i,7) € [1,n] x [1,p],
a;; € K et b; € K. Posons

ain a2 a1p b1 75|

a1 a2 asp bo T2
A= 1 B= X =

anl Aan2 Anp by, Tp

La matrice A est appelée la matrice associée au systéme (.S). Nous avons alors :

o (z1,...,x,) € K" est solution du systéme (S) si et seulement si AX = B.

o (x1,...,x,) € K" est solution du systéme homogéne (Sy) si et seulement si AX =0

(ot O désigne ici 0y, 1, la matrice a n lignes et 1 colonne dont tous les coefficients sont
nuls).

§ J

Cest intuitif : les rangées
de coefficients vont « mon-
ter d'un étage » a chaque
fois jusqu'a disparaitre. Ce-
pendant, attention, la réci-
proque est fausse! Une ma-
trice peut étre nilpotente
sans étre triangulaire! Par
exemple, la matrice

est nilpotente d’indice 2 (j

est ici le complexe %™/3).

On a A € M,,(K),
B € M,i(K), X €
M, 1(K). Par abus, on dira
parfois que B € K" et
X € K’
aussi le systeme avec |'équa-
tion AX = B et une solu-

On confondra

tion du systeme avec le vec-
teur X.
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Exemple : Le systéme

y — 2z + t = 1
3. + 2y + z — 9 = 1
r + oy - 3t = =2
r + y - z = 2
01 -1 1 x 1
se réécrit 5.2 1 =9 Il =
11 =31z -2
11 -1 0/ \t 2
~ —_ ——
A X B

2) Ensemble des solutions

Proposition. Un systéme linéaire AX = B est compatible si et seulement si B est
combinaison linéaire des colonnes de A.

DEMONSTRATION. Si le systéme est compatible et si X est une solution, alors B = AX
donc B est combinaison linéaire des colonnes de A d'apres le paragraphe I1.2.e. La réciproque
est évidente en prenant X le vecteur colonne formé des coefficients de la combinaison
linéaire. O

Proposition. Les solutions d’un systéme compatible AX = B sont les Xo+Y, ou X est
une solution particuliére et ou'Y parcourt I'ensemble des solutions du systéme homogene
associé.

DEMONSTRATION. Soit X une solution particuliére (qui existe car le systéme est compa-
tible). Soit X € M, ;(K). Alors :

AX =B

AX = AXy

A(X — Xg) =0

X — X est solution du systéme homogene associé (.Sy)

X est la somme de X et d'une solution de (Sp) O

X est solution

11117

Remarque : C'est donc un résultat similaire a celui des équations différentielles : « solution
générale du systéme complet = solution particuliere + solution générale du systéme
homogene ».

3) Opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes

Définition. Soit M € M,, ,(K). Notons Ly, Lo, ..., Ly les n lignes de M. On appelle
opération élémentaire sur les lignes de M ['une des trois opérations suivantes :

e [ 'échange des lignes i et j, avec (i,7) € [1;n] tels que i # j. On la note L; <+ Lj;.
e La multiplication de la ligne i € [[1;n] par un scalaire A non nul. On la note L; < AL;.

o L’'ajout a la ligne i € [1;n] de la ligne j € [1;n]\{i} multipliée par un scalaire c.
On la note L; + L; + OzLj.

. J

On peut évidemment définir de la méme facon les opérations élémentaires sur les colonnes.

On dit que I'ensemble des

solutions est un espace affine
(cf. chapitre 30).

Car X est solution.

Ce sont évidemment les

mémes que pour les sys-

témes.
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[ Définition. Soit M € M, »(K). Notons Cy,Cy, . ..,C) les p colonnes de M. On appe//e‘
opération élémentaire sur les colonnes de M ['une des trois opérations suivantes :

e [’échange des colonnes i et j, avec (i,j) € [1;n] tels que i # j. On la note C; <+ Cj.

e La multiplication de la colonne i € [1;n] par un scalaire A\ non nul. On la note

e [’ajout a la colonne i € [1;n] de la colonne j € [1;n]\{i} multipliée par un scalaire
a. On la note C; < C; + aCj.

\ J

Définition. Soit (i,7) € [1;n]? aveci # j. Soient a € K et \ € K*.
. Dans cette définition, on se
e On dit que

place sur M, (K), mais on

peut bien siir définir des ma-

1 0 0 0 _ rdesn
trices de transvection, dila-
tation, permutation de taille

o - 1 - a -~ 01 quelconque (mais carrées).

Ln+taBij=g ... 0 ... 1 ... 0

0 0 0 1

est une matrice de transvection.

e On dit que
1 0 0 0
0 A 0 0]
Li—Ei+XEii=|g ... 0 ... 1 ... 0
0 0 0 1
i
est une matrice de dilatation.
e On dit que
1 0 0 0
0 0 1 0]
I,-FEi;—Ejj+E;+E= 0 o 0 () j
0 0 1
i

est une matrice de permutation.

S
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Proposition. Soit A € M, ,(K). Soit (i,j) € [1;n]? tel que i # j. Soient o € K et

A € K. Effectuer une opération élémentaire sur les lignes de A se traduit matriciellement

par :

e multiplier A a gauche par la matrice de transvection ci-dessus revient a effectuer sur
A l'opération L; < L; + oL;.

e multiplier A a gauche par la matrice de dilatation ci-dessus revient a effectuer sur A
l'opération L; < \L;.

e multiplier A a gauche par la matrice de permutation ci-dessus revient a effectuer sur
A l'opération L; < L;.

. J

DEMONSTRATION. En remarque dans le paragraphe 11.2.d, on a vu que, pour tout (k,¢) €
[1;n]?, EkeA est la matrice carré dont seule la k**™ ligne est éventuellement non nulle,
celle-ci contenant /™ ligne de A. Ainsi :

e aF; ;A est la matrice dont la i*™ ligne contient « fois la ji*™e ligne de A, les autres
lignes étant nulles. Par conséquent (I, + aF; j)A = A+ aF; jA est bien la matrice A
a laquelle on fait I'opération L; <— L; + oL;.

e (A —1)E; ;A est la matrice dont la i*™e ligne contient A\ — 1 fois la i*™® ligne de A, les
autres lignes étant nulles. Par conséquent (I, — E;; + AE;;)A = A+ (A —1)E; ;A est
bien la matrice A a laquelle on fait I'opération L; <+ \L;.

e Coupons la somme en deux parties :

*x (Ej; + Ejj)A = E;j ;A + Ej ;A est la matrice dont la i*™ ligne contient la 7*me
ligne de A et la j**™ ligne contient la j™e ligne de A, les autres lignes étant nulles.
Ainsi (I, — E;; — Ej;)A est la matrice A dont on a remplacé les coefficients des
ime et jime |ignes par des 0.

*x (Bi;+ Ej)A = E; jA+ E;;A est la matrice dont la i*™ ligne contient la jime
ligne de A et la 7*™ ligne contient la j**™¢ ligne de A, les autres lignes étant nulles.

Ainsi (I, — E;; — Ej j+ E; j + E; ;) A est bien la matrice A a laquelle on fait I'opération

Proposition. Soit A € M, ,,(K). Soit (i,j) € [1;n]? tel quei # j. Soient o € K et

A € K. Effectuer une opération élémentaire sur les colonnes de A se traduit matriciellement

par :

e multiplier A a droite par la matrice de transvection ci-dessus revient a effectuer sur A
I'opération C; < Cj + aC;.

e multiplier A a droite par la matrice de dilatation ci-dessus revient a effectuer sur A
I'opération C; < \C;.

e multiplierA a droite par la matrice de permutation ci-dessus revient a effectuer sur A
lI'opération C; <+ C};.

~» DEMONSTRATION LAISSEE EN EXERCICE.
Exemple : Un calcul immédiat donne :

0010 15 9 13
0100] |26 10 14| _
1000 3 7 11 15
0001 48 12 16

et
15 9 13 0010
26 10 4| fo 10 0f_
3 7 11 15 1000
48 12 16 000 1

%yen mnemotechnique

pour ne pas confondre
avec les opérations sur
les colonnes L pour

lignes/left.

Attention, contrairement a
la multiplication a gauche
ol on agit sur L;, quand on
multiplie a droite, on agit
sur C;. Toujours vérifier, au
moins avec les mains, afin

de ne pas se tromper!

On reconnait la matrice de
permutation échangeant les
lignes (quand on multiplie
a gauche) ou les colonnes
(quand on multiplie a droite)
let3
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[Proposition. Toute matrice de transvection, de dilatation ou de permutation est inversible.]

DEMONSTRATION. Soit (i,7) € [1;n]? avec i # j. Soient a € K et \ € K*.

e Ona
(In + OéEZ'J‘)(In — OéEi’j) =1, + OéEi’j — OéEz"j - OtQE‘i7 'Ei,j =1,,

car i # j donc E; ;E; j = 0,. Ainsi la matrice de transvection I,, + aF; ; est inversible.

e Ona

(In + (A= 1)Ei;) (In + (;\ = 1) Ezz)

1 1
=1, + <)\— 1—|—X — 1) Em—l—()\— 1) <)\ — 1) El,’LEl,Z

Comme Ei,iEi,i =

(I + (A = D)E) (In + (i - 1> E>
A |

1
_In+<>\—1+)\—1+)\—)\—)\+1)_In.

i, il vient que

Ainsi la matrice de dilatation I,, + (A — 1) E; ; est inversible.
e On a Ez2,z = Em‘, E]z?j = E]}j' E-2~ = EJ%Z- = On, EZ‘J'E]‘J' = Em‘, EjJEi,j

Z?]
Ei,jEj,j = I et Ej,iEi,i = Ej,i- On obtient alors, en développant :

= Ejj;

(I,—Ei;—Ej;+E;;+ Ei,j)2 =1I,.

(je vous laisse écrire le détail). Ainsi la matrice de permutation I, — E; ;— E; j+E; i+ E;
est inversible (d'inverse elle-méme). O

{Corollaire. Les opérations élémentaires préservent I'inversibilité. ]

DEMONSTRATION. Soit A € GL,,(K). Effectuer une opérations élémentaires sur les lignes
ou les colonnes de A revient a multiplier A par une matrice inversible, a gauche ou a
droite. Mais le produit de deux matrices inversibles étant inversible, le résultat est donc
une matrice inversible : les opérations élémentaires préservent |'inversibilité. O

4) Systéemes de Cramer

a) Notion de systeme de Cramer

Définition. Un systéme (S) de n équations a n inconnues est dit de Cramer si sa matrice
associée A est inversible.

[Proposition. Si AX = B est un systéme de Cramer, alors il admet une unique solution ]
X =A1B.

DEMONSTRATION. On suppose donc que A est inversible. Soit X un vecteur colonne.
Alors AX = B si et seulement si X = A~!B. O

Remarque : Si AX = B est un systéme de Cramer et si X = 0 est solution, (c’est-a-dire
si B =0, c'est-a-dire si le systéme est homogene), alors c'est la seule.

Le résultat ci-contre est at-
tendu puisque les matrices
de transvection, de dilata-
tion et de permutation tra-
duisent des opérations élé-
mentaires sur les lignes ou
les colonnes, et que ce sont
des opérations réversibles
(cf. chapitre 8).

On développe le carré ci-
contre en n’écrivant donc
que les termes non nuls
(les carrés d'abord puis
les doubles produits par

exemple).

On ne parle donc de sys-
temes de Cramer que lors-
qu’'on a autant d’équations
que d'inconnues, c'est-a-dire
quand la matrice associée

est carrée.

Cas particulier important !
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b) Critéres d’inversibilité ou non inversibilité

Proposition. Soit A € M, (K). Si le systétme AX = 0 admet une solution non nulle,
alors A n’est pas inversible.

DEMONSTRATION. Le vecteur colonne nul est solution évidente. S'il y a une solution non
nulle, alors il n'y a pas unicité de la solution, donc le systéme n’est pas de Cramer, donc la
matrice n'est pas inversible.

Exemple : Soit A =

1
2
3

-1

1
1

1
5
7

O]

A n’est pas inversible.

[ Corollaire. Soit A € M, (K). Si A a deux lignes ou deux colonnes proportionnelles, alors

DEMONSTRATION.

e Supposons qu'il existe (i,) € [1;n]? tel que i # j et A € K tels que C; = AC;. Alors,

si on note X le vecteur colonne dont les coordonnées sont nulles sauf celle en ligne i

qui vaut A et celle en ligne j qui vaut —1, il vient AX =0, ce qui permet de conclure.

e Si A a maintenant deux lignes proportionnelles, alors AT a deux colonnes proportion-
nelles, donc n'est pas inversible, donc A n'est pas inversible.

La réciproque est fausse! Une matrice qui n'a pas deux lignes ou deux colonnes

O]

proportionnelles n'est pas forcément inversible. Par exemple, la matrice A de I'exemple

précédent n'est pas inversible sans avoir pas deux lignes ou deux colonnes proportionnelles.
Ce n’est qu'une condition suffisante de non inversibilité. Nous montrerons au chapitre
32 qu'une matrice est non inversible si et seulement si elle admet une ligne ou une colonne
qui est combinaison linéaire des autres (mais cela ne se voit pas forcément a |'oeil nu).

[Théoreme (caractérisation de I'inversibilité en termes de systémes linéaires). Une
matrice A € M,,(K) est inversible si et seulement si, pour tout second membre Y € K",
le systéme linéaire Y = AX, d’inconnue X € K™, admet une unique solution.

DEMONSTRATION.

%ous verrons au chapitre

32 que la réciproque est

vraie.

En particulier, si A a une
ligne ou une colonne nulle,

alors A n’est pas inversible.

Dans le chapitre 32, nous
montrerons encore plus fort :
si on se donne un second
membre B (n'importe le-
quel, celui que I'on veut)
et que l'on montre que
AX = B admet une unique
solution, alors, pour tout se-
cond membre Y € K", le
systeme linéaire Y = AX
admet une unique solution

(et donc A est inversible).
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c) Cas particulier des matrices diagonales et triangulaires

Proposition. Une matrice diagonale est inversible si et seulement si ses coeffi-
cients diagonaux sont tous non nuls. Plus précisément, si (A1,...,\,) € (K*)" et

1 1
A = Diag(\1, ..., ), alors A=t = Diag yeey— |-
A1 An
DEMONSTRATION. Soit (Ag,...,A,) € K™ Notons A = Diag(A1,..., ).
e Si, pour tout i € [1;n], \; #0, alors
1 1 A An
Diag()\l, ceey An)Dlag <>\1, ceey )\n> = Dlag <)\i, ey An> = Dlag(l, ey 1) = In-
. o o (1 1
Ainsi A est inversible et A= = Diag | —,...,— |.
)\1 >\n

e Réciproquement, supposons qu'il existe ig € [1;n] tel que \;, = 0. Considérons le
vecteur colonne X dont toutes les coordonnées sont nulle sauf celle a la ip*™e ligne.
Alors AXy = 0 tandis que X # 0 donc A n'est pas inversible. O

Proposition. Une matrice A triangulaire supérieure (respectivement inférieure) est
inversible si et seulement si ses coefficients diagonaux sont tous non nuls. Dans ce
cas, A~ est triangulaire supérieure (respectivement inférieure) avec pour coefficients
diagonaux les inverses de ceux de A.

DEMONSTRATION. Soit A € 7,7 (K) (raisonnement analogue si A € 7,7 (K)). Pour tout
Y € K", AX = B est alors un systéme triangulaire. Or on a vu dans le chapitre 8 qu'un
systéme triangulaire admet une unique solution si et seulement si ses coefficients diagonaux
sont tous non nuls. D'ou I'équivalence.

Supposons que A est inversible et notons B = A™!.

Dans le paragraphe IV.4.d,

nous reprendrons cette
preuve pour mettre au point
une méthode de calcul de

I'inverse.

On ne peut en revanche rien
dire en général sur les co-
efficients non diagonaux de
I'inverse. Il faudra utiliser les
méthodes du prochain para-
graphe pour inverser A.
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d) Calcul de I'inverse d’'une matrice

Soit A € M,,(K) une matrice dont on cherche si elle est inversible et, le cas échéant, dont
on souhaite calculer |'inverse.

Une premiére piste est d'utiliser le critere d'inversibilité en termes de systémes linéaires
vu dans le paragraphe IV.4.b. On se donne Y = (y; --- yn)T € K™ un second membre
quelconque et on essaie de résoudre AX =Y, d'inconnue X € K"™. Pour cela, on lui
applique bien siir la méthode du pivot de Gauss. On le met d'abord sous forme triangulaire.
e Sil'un des coefficients diagonaux est nul, le systéme n'admet pas de solution et donc A *Z . itere ne fonctionne e
n'est pas inversible. si le systéme est triangu-
e Si tous les coefficients diagonaux sont non nuls, on poursuit la résolution et on obtient  laire!!
X = A7'Y. On « voit » alors apparaftre un nouveau systéme linéaire donc X est le
second membre et Y le vecteur des inconnues, et la matrice associée A7

1 2 0
Exemple : Soit A= -3 -5 2
2 0 1
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Mais cette méthode est fastidieuse car il faut écrire les coefficients x1, x2, T3, Y1, Yo, ¥s3,
alors qu’on voit bien qu'on aurait pu se contenter de ne faire ces calculs que sur les
coefficients. C'est justement ce que nous allons faire. On se donne une matrice carrée A et
on se demande si elle est inversible.

e Lorsque I'on effectue des opérations élémentaires sur les lignes de A, cela revient a

multiplier A (a gauche) par des matrices inversibles, disons, dans I'ordre, M, ..., My.

Si on tombe en cours de route sur une matrice B non inversible (par exemple si B a une
ligne nulle), alors on peut affirmer que la matrice originelle A n'est pas inversible : en
effet, si A est inversible alors, par produit de matrices inversibles, B = My x---xM;x A
est inversible, d'ou le résultat par contraposée.

e De méme, si on tombe en cours de route sur une matrice B dont on sait qu’elle est
inversible (typiquement une matrice triangulaire dont les coefficients triangulaires sont
tous non nuls), alors on peut affirmer que la matrice originelle A est inversible. En effet,
avec les mémes notations que ci-dessus, on a alors A = Ml_1 X oo X M]?,l X B, qui
est inversible car produit de matrices inversibles.

e Si A est inversible alors, en appliquant le pivot de Gauss au systéme linéaire associé, on
arrive a un systéme triangulaire avec coefficients diagonaux non nuls. En effet, on arrive
sinon a un systeme avec une ligne nulle (voir le cas général dans le chapitre 8), donc a
une matrice non inversible, ce qui est absurde. Ensuite, des opérations élémentaires sur
les lignes permettent de « nettoyer » les lignes supérieures et on aboutit finalement a

I'identité en divisant a la fin par les coefficients diagonaux restant (les seuls non nuls).

Autrement dit, on peut passer de A a I,, par une succession d'opérations élémentaires sur
les lignes. Matriciellement, cela se traduit par une égalité du type My x---xMixA =1,
ou les Mj, sont les matrices (inversibles) associées aux opérations successives effectuées
sur les lignes de A. La matrice A est donc inversible, et A7l = My x - x My
(rappelons que si on a une égalité du type A x M = 1, alors A est inversible et
M = A71) c'est-a-dire que A=! = My x --- x M; x I,. En conclusion :

II's’agit en fait de la méme
méthode mais sans écrire les
coefficients. On parle de mé-
thode de Gauss-Jordan mais
cette terminologie n'est pas

officielle dans le programme.

On change I'ordre quand on
inverse un produit! On peut
aussi dire qu’'on multiplie
successivement a gauche par
My, . M

Ci-contre, on propose une
démonstration heuristique
mais tout de méme assez ri-
goureuse et convaincante du
fait que I'algorithme du pi-
vot de Gauss termine pour

une matrice inversible.
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Théoréeme. Soit A € GL,,(K). On peut « transformer » A en 1,, a l'aide d’opérations
élémentaires sur les lignes, et on obtient A~ en effectuant sur I,, les mémes opérations
élémentaires que sur A.

En pratique, on écrit A et I,, cOte a cOte (séparées par une barre verticale, mais ce n'est
pas obligatoire, chacun a sa rédaction propre), on transforme A en I,, a I'aide d'opérations
sur les lignes, on fait les mémes opérations sur I,. Quand on aura transformé A en I, la
matrice a laquelle on sera arrivé en partant de I,, sera A~! (si A est inversible).

Exemples : 1 2 0
e Reprenons I'exemple ci-dessus de la matrice A= | -3 -5 2
2 0 1

Si vous ne pouvez pas vous
empécher d'écrire des sym-
boles entre ces étapes, écri-
vez des ~ ol ~ est la re-
lation d’équivalence « s'ob-
tient en faisant des opéra-
tions élémentaires sur ». Ali-
gner les étapes suffit pour la
rédaction. En tout cas n'écri-
vez pas de <.
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e Considérons M = 1 1 —1]. Est-elle inversible ? Si oui, calculons son inverse.

Remarque : On aurait en fait aussi pu travailler avec des opérations élémentaire sur les
colonnes. Si on transforme A en I,, par une succession d'opérations élémentaires sur les
colonnes, on obtient a la place une égalité du type A x P; x --- x P, =1, ou les P
sont les matrices inversibles correspondant aux opérations élémentaires sur les colonnes
effectuées sur A et, de méme, il vient A~1 =1, x P} X -+ x P,.

& Cependant, il faut faire un choix dés le départ et s'y tenir jusqu'au bout : soit on
fait des opérations sur les lignes exclusivement, ou bien sur les colonnes exclusivement.
Mélanger les deux est interdit. Voyons pourquoi : si on mélange les deux, on obtient une
égalité du type

My x- - XMnyxAXP x---xFPy=1,

Notons B = My x --- X My et C = P; x --- x P,. Alors B et C sont inversibles car
produits de matrices inversibles. Si on multiplie 3 gauche par B~! et & droite par C~!,
il vient A= B 1C"'donc A ' =P x---x Py x My x --- x Mp. Les opérations sur
les colonnes sont a gauche et celles sur les lignes sont a droite : on n'obtient pas A~! en
effectuant sur I,, les mémes opérations que sur A

En fait il est conseillé de
commencer par mettre A
seule sous forme triangulaire
pour s'assurer qu'elle est in-
versible avant de commencer
a faire les mémes opérations
sur I3... sinon c’est une perte

de temps.

Dans le chapitre 32, on
pourra mélanger les deux
pour le calcul du rang d'une
matrice (notion que I'on
verra a ce moment la) mais

seulement dans ce cas la.
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