Chapitre 6

Nombres complexes

Le but de ce chapitre est d'introduire et étudier I'ensemble C des nombres complexes. ||
s'agit d'une extension de |I'ensemble R des nombres réels qui a été introduite historiquement
pour résoudre des équations polynomiales a coefficients réels n'admettant pas de solutions
réelles. Nous allons étudier I'ensemble des nombres complexes sous toutes ses coutures
et voir notamment qu'ils peuvent étre exprimés sous plusieurs formes. Nous ferons des
va-et-vient entre les nombres complexes, la trigonométrie et aussi la géométrie durant tout
ce chapitre.

I Notion de nombre complexe

1) Ensemble C des nombres complexes

La construction de I'ensemble des nombres complexes est hors-programme. La définition /-
proposition suivante est donc admise.

rProposition/Définition (ensemble des nombres complexes). [/l existe un ensemble,
noté C et dont les éléments sont appelés (nombres) complexes, tel que :

o C contient R.
e C posséde une addition interne, notée +, et une multiplication interne, notée - ou X,
qui prolongent celles de R et vérifient les mémes propriétés, c'est-a-dire
* I'addition
— est commutative : pour tout (2,2') € C?, 2+ 2/ = 2/ + 2.
— est associative : pour tout (z,2',2") € C3, 2+ (' +2") = (2 + ') + 2.
— posséde un élément neutre, noté 0 : pour tout z € C, z+0=0+ 2z = z.
Et tout z dans C admet un opposé, noté —z : z+ (—z) = (—z) + z = 0.

* la multiplication

— est commutative : pour tout (2,2') € C?, z- 2/ = 2 - 2.

est associative : pour tout (z,2',2") € C3, z- (2 - 2") = (2 - /) - 2"

posséde un élément neutre, noté 1 : pour tout z € C, z-1=1-2 = z.

est distributive par rapport a I'addition : pour tout (2,2, 2") € C3,
z-(Z+2N)=2-2+2-2".

o Il existe un complexe, noté i, qui vérifie i = —1.

e Pour tout complexe z, il existe deux réels x et y, uniques, tels que z = = + iy. Cette
écriture est appelée écriture algébrique de z.

J

Dans ce chapitre (et les suivants), quand nous écrirons « Soit z = 2 + iy € C », cela
signifiera : « Soit z € C, soit (x,y) € R? I'unique couple de réels tel que z = = + iy ». En
particulier, cela signifiera que x et y sont réels.

Remarques :
e L'unicité de I|'écriture algébrique signifie que, pour tous z = x + iy € C et
2 =12 +1iy € C, alors

z2=2 = r=a Yy=1.

En particulier le complexe z = x + iy est nul si et seulement si x =y = 0.

Par exemple, ['équation
2 +1 =

x € R, n'admet pas de

0, d’inconnue

solution réelle. Cependant
nous verrons qu'elle admet
deux solutions complexes
notées i et —i. On a donc

iZ=—-1.

%us verrons cependant,

dans les chapitres 17 et
23, de

construction de C en guise

des méthodes
d’exemples des notions des

chapitres susmentionnés.

interne signifie que le résul-
tat de I'addition ou de la
multiplication de deux élé-

ments de C appartient a C.

L'opposé d'un réel est en-
core un réel puisque |'ad-
dition de C prolonge celle
de R.

N

Comme avec les réels i dé-

signe encore i X i bien sir.

Et donc z, y, ', 7 sont réels
d'apres la convention d'écri-
ture que I'on vient d'adop-
ter.
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e Le complexe i est non réel. En effet le carré d’un réel est un réel positif, ce qui n'est
pas le cas de i2 = —1.

[Définition. On note C* = C\{0}. ]

2) Calculs algébriques dans C

Définition (soustraction dans C). Pour tout (z,2') € C?, on note z — 2’ = z + (—2')
la soustraction de z par Z'.

Comme dans le chapitre 3, on obtient de nombreuses autres propriétés (avec les mémes
démonstrations) :

[Proposition. Pour tout complexe z, 0-z =0 et (—1) -2z = —z.

J

rProposition (développement /factorisation). Soient z, 2’, ¢ et ¢’ des complexes. On]
a

o (2 —(2=((z—7).

o (z+ ¢+ 2+ =(C+)(=+7).

® (z—( =2+ (2 =((-()(z—2").
| @ 2+ (7 = (2= (2 = (=) (z+7).

[Proposition. Pour tout (z,2',2") € C3, si z + 2/ = z + 2", alors 2/ = 2". ]
Ainsi, on fait des calculs d'addition, soustraction, multiplication avec des nombres complexes
exactement comme avec les réels en ajoutant la propriété que i = —1.

Exemples :

e (2—i)(1+3i)=2+6i—1i—3i2=5+5i.
o (5—4i)(2—7i) = 10 — 351 — 8i + 28i% = —18 — 43i.

Plus généralement :

Proposition. Soit z =x +iy € C et z =2’ + iy € C. Alors :
z+2 =z+2 +ily+y), z—2 =z—2' +ily—vy)

22 = zx' —yy +i(zy + 2'y).

~» DEMONSTRATION LAISSEE EN EXERCICE.

Qu'en est-il de la division de complexes?

'Proposition/Définition. Soit z = x + iy € C*. On définit I'inverse de z par

1 T . Y

= —1 .
z  x?2+yr T aZd4y?

1_ 1 _
Onazngzxzfl.

. J

DEMONSTRATION. On a

1 . x Ly (x +1iy)(x — iy) z? —izy + iyz + y?
ix—=@tiy) | 55 -5 5= 2 .2 = 2 .2 =1,
z 4 +y ¢ +y T4 +y 4 +y
et, par commutativité de la multiplication, % X z=1. O

La soustraction dans C pro-
longe également la soustrac-
tion dans R.

En particulier, si x € R, x +
i0=z+4+0==x.

En particulier, si z = z 4 iy
avec z et y réels, alors

=7 = =03 = i

Puisque z = =z + iy # 0,
onax # 0ouy # 0 donc
z? + 4% # 0 et il est donc
licite de former le réel —"—

+y2
A Y
et le réel o

Dans la pratique, on n'utilise

jamais cette formule mais
. Z

plutét — = —— avec les no-
z |z

tions de conjugaison et de

module du paragraphe II.
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PP - Z
Définition (division dans C). Pour tous complexes z et 2’ # 0, on note — =z x ; la
z

division ou quotient de z par z'.

Comme on I'a vu plus haut, pour tout 2z € C, 0 x z = 2z x 0 = 0 donc 0 n'admet

d’inverse pour la multiplication. Autrement dit : tout complexe non nul admet un inverse
dans C.

-
Proposition. Soient z, 2’ et 2" des complexes.
o Sizz =22" alorsz=0ou 2z =2".

K Sizz! =0, alors z=0 ou 2/ =0.

Définition (puissances entiéeres dans C). Sin € N* et z € C, on appelle puissance‘
nime de z, et note 2", le complexe 2" = z X z X --- X z. On pose 29 = 1.
————

n termes
g e . 1 1 1
Sin € Z\N et z # 0, on définit 2" = — x — X -+ X —.
z Z Z,

—n termes

\ J

Exemple :

Toutes les propriétés des puissances entiéres de réels s'étendent donc aux puissances entieres
de complexes (avec les mémes démonstrations) :

Proposition. Soient n et p deux entiers relatifs et z et 2 deux complexes non nuls. Nous
avons :

o (22)"=2"2" @ PP ="2P e (2P =P = (2P)"
z\n 2" 2" 1\" 1
G =5 =5 =)=
z e 2P z 20
[Proposition. Soit z € C. On a 2" = 0 si et seulement si z = 0. ]

Bien que I'on verra plus bas la notion de racine n*™¢ de complexe, les notations {/z,
Z1/™ et 2 sont strictement interdites lorsque z € C\Ry, n € N\{0;1} et a € R\Z.

3) Inégalités dans C

& Les inégalités n'ont aucun sens dans C. En particulier, la notion de complexe positif
ou négatif n'a pas de sens.

4) Parties réelles et imaginaires

Définition. Soit z = x +iy € C. Le réel x est appelé partie réelle de z et est noté Re(z).
Le réel y est appelé partie imaginaire de z et est noté Im(z).

Remarque : Pour tout z € C, on a donc z = Re(z) +ilm(z).

Exemple : Re(1 — 2i) =1 et Im(1 — 2i) = —2.
Et non pas —2i! La partie imaginaire est le coefficient devant i et pas la « partie non
réelle » de I'écriture algébrique.

A I'aide des calculs du paragraphe précédent, il vient :

La division dans C prolonge
également la division dans R.
Et il n'y a toujours qu'un in-
terdit supréme : on ne peut

pas diviser par 0.

Ne surtout pas oublier le cas
ol z = 0! En effet, on ne
simplifie (en divisant) par z

que s'il est non nul.

Les identités remarquables
pour les réels restent encore

valables pour les complexes.

On peut définir un ordre sur
C, (cf. chapitre 16) mais
nous ne |'utiliserons pas ces

deux années.

On peut donc reformuler
I'un des résultats du para-
graphe I.1 de la facon sui-
vante : deux complexes sont
égaux si et seulement s'ils
ont méme partie réelle et

méme partie imaginaire.
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Proposition (linéarité de Re et Im). Pour tout (z,2') € C?,

Re(z + 2’) = Re(z) + Re(?’) et Im(z + 2’) = Im(z) + Im(2").

& C'est faux pour le produit (et le quotient) : en général
Re(z22') # Re(z) Re(2') et Im(z2") # Im(2) Im(2").
Par exemple, Re(i) = 0 mais Re (i x i) = —1 # Re(i) x Re(7).

On a vu malgré tout des formules (qu'il est déconseillé de retenir) :

Re(z2') = Re(2) Re(2') — Im(2) Im(2') et Im(zz') = Re(z)Im(2’) + Im(2) Re(z').

Un cas particulier a retenir :

[Proposition. Pour tous z € C et A € R, Re(Az) = ARe(2) et Im(Az) = AIm(z).

~» DEMONSTRATION LAISSEE EN EXERCICE.

[Proposition. Soit z € C. Alors z € R si et seulement si Im(z) = 0.

DEMONSTRATION. Notons z = x + iy de sorte que y = Im(z). Si y = 0 alors z = z € R.
Réciproquement, supposons que z € R. Si y # 0 alors i = % € R car quotient de réels,

ce qui est absurde, donc y = 0.

[Définition. Soit z € C. Si Re(z) = 0, on dit que z est un imaginaire pur.

Remarques :

e Seul 0 est a la fois réel et imaginaire pur.

° & On ne confondra pas les termes « complexe », « non réel » et « imaginaire pur ».
Tout élément de C est un complexe (en particulier, un réel est un complexe!), un
complexe non réel est un complexe de la forme x + iy avec y # 0). Enfin, un imaginaire
pur est un complexe de la forme iy. Un complexe peut n'étre ni réel, ni imaginaire pur,

ce n'est pas I'un ou l'autre!

Par exemple, 1 4+ ¢ est un complexe non réel mais n'est pas un imaginaire pur.

5) Interprétation géométrique des complexes

— =
normal direct (O, i , j ). L'application

C — P
z=x+1iy +— le point M de coordonnées (x,y)

est une bijection. On « identifie » alors C et P.

rProposition /Définition. On appelle plan complexe un plan P muni d'un repére ortho-]

(Définition.

e [ 'affixe d'un point M de coordonnées (x,y) est le complexe zy; = = + iy.

.

e L'affixe d’un vecteur U de coordonnées <§> est le complexe z5 = = + 1y.

Il découle de la définition que :

Ces formules font penser aux
formules d'addition du co-
sinus et du sinus. Ce n’est
pas un hasard, comme on
le verra dans le paragraphe
1.1.b.

En d'autres termes, on peut

sortir les constantes réelles.

En d’autres termes, un com-
plexe est un imaginaire pur
s'il est de la forme iy avec
y € R. L’ensemble des
imaginaires purs est donc

noté iR.

On verra la notion de bijec-
tion d'un ensemble dans un
autre dans le chapitre 15.
Elle généralise celle vue dans
le chapitre 4. Ici cela signifie
que :

e A tout complexe z, on as-
socie le point du plan de co-
ordonnées (Re(z),Im(z)).
e A tout point M du plan, il
existe un unique complexe z
dont la partie réelle est I'abs-
cisse de M et la partie ima-
ginaire I'ordonnée de M.
On peut donc identifier ces

objets.
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Proposition. Pour tous points A et B du plan d’affixes respectives z4 et zpg, on a
245 = %B — ZA.

Résumons déja quelques points d'analogie entre complexes et géométrie :

Complexes Géométrie

C Le plan P

z=x+1iy M(x,y)

—z Symétrique de M par rapport a I'origine
% Milieu du segment [ADB]
ZB — ZA E

Partie réelle Abscisse
Partie imaginaire Ordonnée
R Axe des abscisses
iR Axe des ordonnées
Im(z) o e z
I
I
R :
- I
J . | )
0] 71 Re(z)
—z

Dans le suite de ce chapitre, nous donnerons I'interprétation géométrique de chaque objet
que nous définirons. Cet interprétation est I'un des objectif du programme donc il est
important de bien la comprendre dés maintenant.

6) Fonctions de R dans C

Dans ce paragraphe, nous étendons quelques résultats du chapitre 4 aux fonctions définies
sur une partie de R et a valeurs complexes : ce qui change donc est que I'ensemble d’arrivée
est une partie de C, autrement dit, que I'image d'un réel du domaine de définition peut
désormais étre un nombre complexe. Mais toutes les notions se généralisent-elles 7

a) Extension des résultats généraux

Les notions du paragraphe | de la partie A du chapitre 4 se généralisent sans probleme
(antécédents, images, ensemble image, fonctions égales, fonction constante). La notion de
courbe représentative aussi mais elle se trace dans I'espace (il faut prévoir un axe pour
représenter la variable € R et un plan pour son image z = f(z) € C... ce qui n’est pas
trés commode a tracer a la main).

La bijection de la propo-
sition ci-dessus dit notam-
ment que deux vecteurs sont
égaux si et seulement si ils

ont la méme affixe.

A

On ne confondra pas le

complexe i avec le vecteur
—
4 a

N

Nous irons méme parfois
plus loin :
ler du point M d'affixe

au lieu de par-

z, nous identifierons ces
deux objets et parlerons
tout simplement du point
z. Par exemple, ci-contre
nous avons représenté les

points ¢ et z = 3 + 2i.

Dans ce paragraphe, les
fonctions sont définies sur
une partie de R et non de C.
On peut bien siir définir des
fonctions de C dans C (et on
le fera dans les paragraphes
V et VI.) mais la notion de
fonction dérivable de la va-
riable complexe (on parle de
fonction holomorphe) est to-

talement hors-programme.
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La composition de fonctions et les opérations algébriques (addition, soustraction, mul-

tiplication, inverse et quotient) s'étendent aussi. On peut ajouter les deux opérations
suivantes :

N\

[ Définition. Soit E une partie de R et soit f : E — C. On définit les fonctions Re( f)
et Im(f) par :

F — R
x +— Im(f(x))

E — R

Re(f)‘{ s — Re(f(z))

et Tm(/): {

On les appelle respectivement la (fonction) partie réelle et la (fonction) partie entiére de

f.

§ J

On peut encore parler de fonction paire, impaire et périodique définie sur une partie de R
et a valeurs complexes.

Exemple : La fonction t — cos(t) +isin(t) est 2w-périodique sur R et a valeurs
dans U.

& Il n'y a pas de relation d'ordre sur C. Aussi il n'y a aucun sens a parler du signe, des
variations, de minorants ou de majorants de fonctions a valeurs complexes.

b) Continuité et dérivabilité

Conformément au programme, on définit pour le moment la continuité et la dérivabilité
d'une fonction de R dans C par celles de ses parties réelles et imaginaires.

On considére E une union d'un nombre fini d'intervalles non vides et non réduits a un
point de R. Soit a un point de E ou extrémité (éventuellement infinie) d'un des intervalles
constituant F.

Définition. Soit f : E — C.
e Soit a € E. On dit que f est continue en a si les fonctions Re(f) et Im(f) sont
continues en a.

e On dit que f est continue sur E si les fonctions Re(f) et Im(f) sont continues sur E.

On note € (E, C) I'ensemble des fonctions continues sur E et a valeurs complexes.

(Définition. Soit f:E—C.

e Soit a € E. On dit que f est dérivable en a si les fonctions Re(f) et Im(f) sont
dérivables en a. On définit alors la dérivée de f en a par

f'(a) = Re(f)'(a) +iIm(f)'(a).

o On dit que f est dérivable sur E si les fonctions Re(f) et Im(f) sont dérivables sur E.
On définit alors la dérivée de f par f' = Re(f) +ilm(f)’.

On note 2(E,C) I'ensemble des fonctions dérivables sur E et a valeurs complexes.

Définition. On dit que f : E — C est de classe €' sur E si f est dérivable sur E et]
f' continue sur E. On note €' (E,C) I'ensemble des fonctions de classe €* sur E et 3
valeurs complexes.

J

On admet que les formules de dérivation d'une somme (plus généralement d'une combinaison
linéaire), d'un produit et d'un quotient de fonctions a valeurs complexes sont les mémes
que pour celles a valeurs réelles. Il en est de méme pour la formule de dérivation de la
composée d'une fonction a valeurs réelles par une fonction a valeurs complexes.

Par définition, on a donc

f=Re(f) +ilm(f).

On peut toutefois dire que
f + E — C est bornée
lorsque

|fl = VRe(f)? + Im(f)?

est une fonction majorée (ce
qui a un sens puisqu’elle est

alors a valeurs réelles).

%US donnerons une autre

définition de la continuité et
dérivabilité (bien sir totale-
ment équivalente) dans les
chapitres 18 et 19 a partir
de la notion de limite mais
cela suppose d'avoir rigou-
reusement défini le concept
de limite.

On a donc Re(f’) = Re(f)’,
et Tm(f’) = Tm(f)".

D

C’est calculatoire et peu in-
téressant & montrer (et on
verra une preuve bien plus

simple dans le chapitre 19).
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cos(x?) + iz

ir4+1

Exemple : Notons f : x —

On ne dira rien pour la dérivée de la composition d'une fonction a valeurs complexes par
une fonction a valeurs complexes puisque cette derniére devrait étre de la variable complexe
et, on |'a dit, c'est hors programme

Encore une fois, prudence avec la généralisation des théorémes du chapitre 4, no-
tamment ceux faisons intervenir des questions de monotonie : cela n'a aucun sens pour
des fonctions a valeurs complexes. Contentons-nous d'énoncer I'un des résultats qui se
généralise et qui sera utile dans le chapitre 10 :

Théoreme. Soit I un intervalle non vide et non réduit 3 un point. Une fonction
f : I — C est constante sur I si et seulement si f est dérivable sur I et [’ est nulle sur
1.

DEMONSTRATION. |l suffit d'appliquer le théoréme bien connu pour les fonction a valeurs
réelles a Re(f) et Im(f) et d'utiliser le fait qu'un complexe est nul si et seulement si ses
parties réelles et imaginaires le sont. O

Il Conjugaison et module

1) Conjugaison

a) Définition et interprétation géométrique

Définition. Soit z = x + iy € C. On appelle conjugué de z, et on note Z, le complexe
T —1iy.

Exemples : i = —i,2=2,3 —2i =3+ 2i.

Interprétation géométrique. Pour tout z € C, Z est le symétrique de z par par rapport a
I'axe des abscisses.

-z I_Hi(f)% _________ z

i . i
(2)! 0N 'Re(2)

S 2D |

—z —Im(z) z

On peut aussi écrire

. cos(z?)+iz) (1—iv/T)
iy s @ = SRS
puis développer, séparer

Re(f) et Im(f) et montrer
qu’elles sont toutes les deux

dérivables sur RY .

Et je vous laisse simplifier...

N

II'y a néanmoins un cas par-
ticulier au programme : celui
de I'exponentielle complexe
d'une fonction de E dans C.
Nous en reparlerons dans le
paragraphe I11.4.b.

Si z € C, on a donc

zZ = Re(z) — ilm(z).

Remarquons que —Z est le
symétrique de z par rapport
a I'axe des ordonnées. On
a déja vu que —z est le sy-
métrique de z par rapport a

I'origine.
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b) Propriétés de la conjugaison

Proposition. Pour tout z € C,
1. z=z,
2. z € R si et seulement si z = Z,

3. z € iR si et seulement si z = —z.

~» DEMONSTRATION LAISSEE EN EXERCICE.

Proposition. Soit (z,2') € C2. On a
1 242 =242, —2'=—Zetz—2=z—2
2. zx 2 =2Zx 2.

% Z
3. Siz #0, 7):j

z /

2+ z Z2=7

4. Re(z) = et Im(z) =
4 Re(z) = 1 et Im(z) = “ J
DEMONSTRATION. Notons z = z + iy et 2 = 2/ +iy. On a alors z = = — iy et

2 =a —iy.

1. D'une part, z +2' = (v + ') +i(y + ¢') donc 2 + 2’ = (v + ') —i(y +y'). D'autre
part, Z+ 2/ = (z +2') —i(y +¢/). Ainsi z + 2/ =Z + 2/. Ensuite —2' = —2/ — iy’ =

—a’' +1iy’ = —(2/ — iy’) = —Z’. Le cas de la soustraction découle de ces deux derniers

cas.

2. D'une part, zz' = (za2' — yy') +i(xy’ + 2'y) donc 22’ = (za’ — yy') — i(xy’ + 2'y).
D'autre part,

z2 = (z —iy) (2’ —iy) = (z2’ —yy) —i(zy' +2'y).

: 1 x .Y 1 x Y
! _ _ 1
3. i;jc # 0, alors P 71:L‘2—|—y2 donc <z’) R +1:172+y2' D’autre
1 1 T —y T+ iy
—_ = = —1 == .
7 w—ly 2+ (—y)? 2+ (-y)P 2 +y?
(1 1 . . .
Ainsi | — | = = En utilisant le point 2, on obtient alors :
z z
<z> 1 _ 1 _ 1 z
— — X — =2z X — =2 X = = —.
o o o o P ]
247 rHiy+r—iy 2 z—2  r4iy—z+iy
2.” ° T2 2 g — v = Rez)et = 2i
1y
— =y=1 )
5 =y =1m(2)
Exemple :

Comme on peut le voir dans cet exemple, la partie réelle d'un quotient n'est pas
le quotient des parties réelles en général. Méme chose pour les parties imaginaires. Dol
I'importance de |'expression conjuguée !

Ne pas confondre conjugué
et conjugaison. La conjugai-
son complexe est la fonction
de C dans C qui a tout com-
plexe z associe son conju-

gué z.

Par exemple, si z € C, alors
2+iz # 2 —iz car z n'est
pas forcément réel ! En utili-
sant les propriétés de ce pa-
ragraphe, 2 +iz =2—ixZ,
et si on veut étre plus précis,
on note z = x+iy, et on a fi-
nalement 2 + iz = 2—iz—y.
Dans le méme ordre d’idée,
i4+3 = —i+ 3 et non pas
i — 3 : c'est la partie ima-
ginaire qu'on multiplie par
—1, pas « le deuxieme mor-

ceau ».

Pour la premiere fois ici, on
a écrit que
1 Ty
x—iy a24y?’

On a multiplié au numéra-
teur comme au dénomina-
teur par le conjugué et uti-
lise le fait que

2Z = (z +iy)(z — iy)
— 1‘2 + y2'

Nous en reparlerons dans le
prochain paragraphe.

Attention a ne pas écrire
32+i21Si z = x+iy, le pro-
duit z x Z est égal a 2% + ¢,
c'est-a-dire a la partie réelle
au carré + la partie imagi-
naire au carré! Il n'y a que
des termes positifs dans I'his-

toire l.
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[Corollaire. Pour tousn € Z et z € C*, 2™ =z" (valable aussi si z =0 et n € N). ]

DEMONSTRATION.

2) Module

a) Définition

. le réel positif] [N

Définition. Soit z = x + iy € C. On définit le module de z, et on note |z

‘Z‘ _ \/m .Lé e?us§i, c'etst la -partie
Imaginaire qui est mise au
Exemples : |1 +i| =2, |i|=1,|—2[=2, [3—4i| =5 et | — 2+ 3i| = V13. GG, [PES B1O LlSEe ks
ginaire » : le module de z
Remarques : s s e —
e SizeC, on adonc |Z| = \/Re(z)2 + Im(z)2. \/x2 — y? qui n'existe pas

e Si z € C, comme |z]| est un réel positif, on a /|z|*> = |z|. si [y > [=|!

e Lorsque z € R, alors
o =VZ= |
~—~ ~—~

module valeur absolue

Le module est donc une généralisation de la valeur absolue aux complexes (c’est pour

cela qu'on les note de la méme facon).
e Si(2,2') € C? est tel que |2|> = |/|?, alors |z| = |2/].
Mais on n'a pas z = 2/ ou z = —2' a priori.

Par exemple |1| = |i| mais 1 # =+i.

b) Interprétation géométrique

Si z et 2’ sont des complexes, alors :
e |z| est la distance du point d’affixe z a I'origine.

e |z — 2/| est la distance entre les points z et 2’ (c'est-a-dire la longueur du segment qui
joint les points du plan d'affixes z et 2').
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z Z/
— —
J J
=1 =4
o i o i

Rappelons (cf. partie A du chapitre 4) que, si Q(xo, o) est un point du plan et si r > 0,
le cercle de centre €2 et de rayon r admet pour équation :

(x —x0)* + (y — yo)* = r*.

Le terme de gauche est |z — 2|?. Les définitions suivantes sont alors intuitives, étant
donnée la correspondance entre complexes et points du plan :

Définition. Soit zy € C, soit r € R... On définit les ensembles suivants : s
Plus rigoureusement, ce sont

o {2z € C||z— 29| =r} est le cercle de centre zy de rayon r. .
{ = || 0| } v 4 les cercles et disques de

o {2 €C||z— 20| <r} est le disque (fermé) de centre zy de rayon r. centre  dont I'affixe est 2.
o {z € C||z— 20| <r} est le disque ouvert (c'est-a-dire privé du cercle) de centre z
de rayon r.

\ J Lorsque zo =0 et r =1, on
parlera respectivement du
cercle unité (qu'on notera
U, cf. paragraphe 1l.1.a), du
disque unité fermé ou du
disque unité ouvert.

Cercle Disque fermé Disque ouvert

Exemple : Déterminons I'ensemble des complexes z tels que

Alz) = z+2

1+iz
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c) Propriétés du module

-

Proposition. Soient (z,2') € C2.

1. |z| =0 si et seulement si z =0,
2. |Re(2)| < |z| avec égalité si et seulement si z € R,
3. |Im(2)| < |z| avec égalité si et seulement si z € iR,
4. zx7z= 2%
. 1 z
5. Siz#0, alors — = —,
z |2
6. |z x 2'| = |z| x |Z/|. En particulier :
o |z 2| = | —
e si A € C est de module 1, alors |\z| = |z|,
e siA € Ry, alors |Az| = A|z|,
7. 1z| = |2 "
z z
8. Siz' #0, alors ‘—‘ =
2! | 2]

9. Siz#0etn€Z, alors |2"| = |z|" (valable aussi si z =0 et n € N).

L

DEMONSTRATION. Notons z = x + iy et 2/ = 2/ +iy/.

1. Raisonnons par équivalences
|2/ =0 <= [2?=0 <= 22+ * =0 <= z=y=0 < 2=0.

2. La racine carrée étant strictement croissante sur R,

|2l = Va? + 42 > Va? = |z] = | Re(2)],

avec égalité si et seulement si 22 + y? = 22
y = 0 si et seulement si z € R.

Analogue au point 2.

2z = (z +iy)(z — iy) = 2° + y* = |2|>
Découle immédiatement du point 4 puisque z # 0 (et donc |z| # 0).

o o & W

7. 0nalz| =22+ (—y)2 = /22 + 42 = |2].

8. D'apres le point 6, |2/| x ‘?‘ =

z :
2! x —/‘ = |z|, ce qui permet de conclure.
z

9. S'obtient par récurrence a partir des points 6 et 8.

si et seulement si 4% = 0 si et seulement si

[ Théoreme (inégalité triangulaire). Pour tous complexes z et 2/,
|z + 2 < 2] + |21,

avec inégalité si et seulement si z et 2’ sont colinéaires dans le méme sens.
&

DEMONSTRATION.

Formule trés importante :
pour diviser deux complexes
ou juste calculer un inverse,
on multiplie au numérateur
et au dénominateur par le
conjugué pour faire appa-
raitre le carré du module au

dénominateur.

%e somme de termes po-

sitifs est nulle si et seule-
ment si tous les termes sont
nuls. Et le carré d’'un nombre
est nul si et seulement si ce

nombre est nul.

%olinéaires dans le méme

sens » signifie les vecteurs
d'affixes z et 2’ dirigent
la méme droite et dans le
méme sens. Autrement dit
Z' = 0 ou il existe A € Ry

tel que z = \2'.
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.
Corollaire (inégalité triangulaire renversée). P our tous complexes z et 2/,

z| — |2 éz—z/.
2| = [2']| < |

\

DEMONSTRATION. L'inégalité triangulaire implique que

2l =z =) + 2| < |z = [ + ||
donc |z]| — |Z| < |z — 2/|. De méme |2/| = |(2' — 2) + 2] < |2/ — 2] + |#/| donc
|2'| = |z| < |z — 2/|. En notant a = |z — 2’|, on a donc —a < |z| — |2/| < a et donc
l|z] — |2’|| < a. D'ou le résultat. O

Remarque : Soient z et 2z’ des complexes. Puisque | — 2’| = |2/|, on en déduit :

|2 = 12| < |z £ 2/ < |2] + |7

l1l  Forme trigonométrique d’un complexe

1) Complexes de module 1

a) Ensemble U

[Définition. On note U = {z € C||z| = 1} I'ensemble des complexes de module 1. ]

. . . R . 2 2
Exemples : 1, —1, i et —i appartiennent a U. Puisque (%) + (—%) = % =1,0na
aussi 3%4‘ eU.
Interprétation géométrique. L'image de U dans le plan complexe est le cercle trigonomé-
trique, c'est-a-dire le cercle de centre O de rayon 1.

Interprétation géomé-
trique de I'inégalité
triangulaire. Soient M et
M’ deux points du plans.
Notons z et 2’ leurs affixes
respectives. Si on note M"’
le point d’affixe z + 2’ alors,
dans le triangle OM'M”, la
longueur OM"’ est inférieur
ou égale a la somme des
longueurs des deux autres
cOtés.

M//

(0]

En particulier, 0 ¢ U. On
pourra donc parler de quo-
tient d’'élements de U sans
préciser que le dénominateur

est non nul.
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Proposition. L’ensemble U est stable par produit, par passage a l'inverse, par quotient

et par conjugaison. Dans le chapitre 17, on dira
que U est un groupe pour la

~~ DEMONSTRATION LAISSEE EN EXERCICE. multiplication.
U n'est pas stable par

b) Exponentielle d’un imaginaire pur Somm(;' UPar exemple, 1 +
1=2 .

Dans le chapitre 5, on a vu que, pour tous réels a et b vérifiant a?+b2 =1, il existe € R

tel que cos(f) = a et sin(d) = b. De plus, 6 est unique sur tout intervalle semi-ouvert de

longueur 27.

Proposition. Soit z € U. Il existe § € R tel que z = cos(#) + isin(f). De plus, 0 est
unique sur tout intervalle semi-ouvert de longueur 27.

DEMONSTRATION. Puisque 1 = |z| = y/Re(2)? + Im(2)2, on applique le rappel ci-dessus
avec a = Re(z) et b = Im(2). O

[Définition. Pour tout 6 € R, on note e = cos(#) + isin(f). ]

Pour I'instant, ce n'est qu'une notation! Il n'y a a priori aucun lien avec la fonction
exponentielle réelle! 1l est hors de question d'écrire

i0 fois
Nous allons voir dans la suite que cette exponentielle vérifie les mémes propriétés que %us e GERE 1B i

I'exponentielle réelle et c’est pour cette raison que cette notation est légitime. S 27, v ¢ ST @

Interprétation géométrique. Le complexe e correspond au point du cercle trigonomé-  mune de ces deux exponen-
trique formant un angle 6 avec |'axe des abscisses. tielles.
i = eiﬂ'/2 oi0
—
J
1= eiTr 0 1= ei><0 — e2171' —
0 -

—im/2 _ e3i7r/2

—i=e
Exemples : On obtient notamment la
o 1 =0 =2  et, plus généralement, pour tout n € Z, 1 = e*"7, formule d'Euler :
o —1=¢" =37 et, plus généralement, pour tout n € Z, —1 = e2ntir, e +1=0,
s Lim/2 . bim/2
o i=¢2=¢dim/2 célebre pour faire appa-
- N raitre cing nombres fon-

Proposition. Pour tous 0 et 0’ réels, on a : )
damentaux des mathéma-

1. cos(f) = Re(e?) et sin(f) = Im(el?) , tiques : 0,1,i,7,e.

2. e e U,

3. ¢ = &% si et seulement si 6 = 0 [27].

4. Pour tout n € Z, el@+2nm)  — o0 - Autrement dit la fonction 0 — e est
2m-périodique sur R.

5. eifeit! — oi(0+6)
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6. = = e 10 — ¢if
e
i0
e .
7. g = el(6-6)
e

DEMONSTRATION. Soient 0 et 0 des réels.
1. Découle de la définition.

2. |eig| = \/0052(9) + sin?(#) = v/1 = 1 donc e € U.

. e L. , ; 0l . .
3. Par unicité de la forme algébrique d'un complexe, ¢! = ¢l si et seulement si cos() =

cos(#') et sin(f) = sin(#’) si et seulement si 0 = ¢’ [27].

4. Découle du fait que cos et sin sont 2mw-périodique sur R.

5. On utilise les formules d’addition de cos et sin :
6% = (cos(8) + isin(f))(cos(#) + isin(6'))
= cos(6) cos(8’) — sin(0) sin(8’) + i(sin(#) cos(#') + cos(#) sin(F"))
= cos( + ') +isin(0 + 0') = @+,

6. D'un cbté eif = cos(0) + isin(f) = cos(d) — isin(f).

De I'autre e = cos(—6) + isin(—6) = cos(f) — isin(f) puisque cos est paire et sin
— . o1 el? —
impaire sur R. Ainsi el = ¢~ Enfin o = o — elf
7. Découle des points 5 et 6. O
[Corollaire. Pour tous 6 € R et n € Z, (el)" = . ]

DEMONSTRATION. Pour tout n € N, posons H(n) : « (e!?)" = e™f »
T 9\ 0 - .
e Initialisation. ()" =1 = e*0%? donc H(0) est vraie.
e Hérédité. Soit n € N. Supposons H(n) vraie. Alors le point 5 ci-dessus entraine que
ei(n—i—l)e _ ein96i0 _ (ei9>nei9 _ (eie)n-H
Ainsi H(n + 1) est vraie.

e Conclusion. Par récurrence, pour tout n € N, H(n) est vraie.

Enfin, on se donne n € Z\N. On a alors —n € N donc H(—n) est vraie : (eie)_n = e inf,

7 . . A i —-n N .
Par conséquent, le point 6 ci-dessus entraine que (ele) = —. Par passage a l'inverse,
e

on obtient que H(n) est vraie. O

c) Retour a la trigonométrie

Théoréme (formules d’Euler). Pour tout § € R,

0 | ,—if i _ —if
cos(f) = % et sin(f) = e

DEMONSTRATION. Soit # € R. En notant z = €', on a Re(z) = ZE= et Im(2) = 2.
D'ou les formules d'Euler. O

Les formules d’Euler permettent de retrouver les formules de trigonométrie et d'en démontrer
de nombreuses autres.

Linéarisation. Lorsque I'on rencontre un terme du type sin?(x) cos?(z) avec x € R et p et
q des entiers naturels non nuls, il suffit d'utiliser les formules d'Euler, de tout développer,
simplifier et faire réapparaitre des formules d'Euler pour obtenir une forme linéarisée.

La technique de linéarisation
sera capitale pour chercher
des primitives de fonctions
de ce type (cf. chapitre 10).
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Par exemple, on se donne x € R et on souhaite linéariser cos*(z) sin?(z).

Méthode de I'arc moitié (ou angle moitié). Elle permet de faire apparaitre des formules
d’Euler lorsque 'on est face a un terme du type e +¢®, avec a et b des réels. La méthode

a+b
consiste a factoriser par ez

Par exemple :
* Donnons-nous a et b des réels et retrouvons la formule de linéarisation de

cos(a) — cos(b). On a

* Pour tout z € R, 1 + % =

Théoréme (formule de Moivre). Pour tous § € R et n € N,

(cos(f) +isin(0))" = cos(nf) + isin(nh).

DEMONSTRATION. |l s'agit simplement d'une réécriture de (el)" = ein?. O

Cette formule permet plutot d'obtenir des formules de factorisation, c'est-a-dire de passer
d'une expression du type sin(nz) ou cos(nz) (avec = € R et n € N) a une expression en
fonction de puissances de cos(x) ou sin(x).

En prenant plutot les parties
imaginaires, on obtient :

sin(a) — sin(b) =
2cos (“£2) sin (452) .

On verra un autre exemple
dans le chapitre 7 en utili-
sant la formule du binéme
de Newton.
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Par exemple, pour tout x € R, exprimons sin(4x) et cos(4x) comme combinaison
linéaire de puissances de cos(x) et sin(x) :

2) Arguments d’un complexe non nul

a) Notion d’arguments

Lemme. Soit z € C*. Alors ﬁ e U.
z

DEMONSTRATION. |l suffit de voir que

1
ﬁ': x|z = 1. 0
z

2|

Puisque, pour tout complexe ¢ € U, il existe 6 tel que ¢ = €', la définition suivante a un
sens :

Définition (argument). Soit z € C*. On dit qu'un réel § est un argument de z si
o _ ~ 0 n'a aucun argument par

- @ définition !

Exemple : Le complexe 1 + i

[Proposition. Soit z € C*. Soit € R un argument de z. Soit ' € R. Alors 0’ est un
argument de z si et seulement si §' = 0[2].

DEMONSTRATION. Comme 6 est un argument de z, on a € = 2. Ainsi 6 est un

|z
; L0z L g’ 0 o ;
argument de z si et seulement si €' = 1z Siet seulement si €' = €' si et seulement si

0’ = 0[27]. O

Remarque : Il en découle que tout complexe z € C* admet une infinité d'arguments. Ainsi
on ne parlera jamais de I'argument de 2 mais d'un argument de z. Tous les arguments de %S généralement, » admet
z different les uns des autres d'un multiple entier de 27. En particulier, z admet un unique
argument dans |—7 ;7] appelé argument principal. Selon les sources, la notation arg(z)
peut désigner :

un unique argument dans
tout intervalle semi-ouvert
de longueur 27.

e un argument de z (sans savoir lequel précisément).

e |'argument principal de z.

e |'ensemble des arguments de z, c'est-a-dire que arg(z) = {9 eR ‘eig = ﬁ }

Pour éviter toute confusion, on évitera cette notation et on se contentera de dire : soit 0
un argument de z.

Lycée Condorcet - MPSI2 16/35 Matthias Gorny



b) Propriétés des arguments

-

Proposition. Soient z et 2’ deux complexes non nuls et soient 0 et ' des arguments
respectifs de z et 2'. Alors :

1. 0+ 0 est un argument de z x 2'.

2. —0 est un argument de Z.

3. 8 — 0 est un argument de 3

4. Si 0 = 0'[27|, alors 0 est un argument de z + 2'.

5. z € R% si et seulement si § = 0[27].

6. z € R* si et seulement si 6 = w[27].

7. z € R* si et seulement si 0 = O[r].
L8. z € iR si et seulement si 6 = F[r].
DEMONSTRATION.

1. Ona éj‘ = ﬁ% — il — &l(0+9) donc O + 6 est un argument de 22’
2. Ona % = |Z|Z|/Z% = e% = e71% donc —6 est un argument de Z.

3. Découle des points 1 et 2.

. Supposons que 6 = 0'[27].

. On a z € R, si et seulement si ¢ € R* (puisque |z| > 0). Or UNR?. = {1} si bien

que z € RY si et seulement si el = 1 si et seulement si § = 0 [27].

6. Analogue au point précédent car UNR* = {—1}.

7. Découle des deux points précédents.

8. On a z € iR si et seulement si ' € iR (puisque [z| > 0). Or UNR = {—i;i} si bien

<)

. ) p . . p
Si z € C, un argument de z est I'angle formé par le vecteur OM, (avec M, le point d’affixe
z) avec |'axe des abscisses.

que z € iR si et seulement si ¥ = e'2 ou ¢! = e'2 si et seulement si 6§ = 0[27]. [

Interprétation géométrique des arguments

21
21
|21]

6

En d’autres termes, quand
deux complexes ont les

mémes arguments, leur
somme est non nulle et a les
mémes arguments qu'eux.
Il n'y a pas de formule
générale pour un argument
de z + 2/, déja parce que,
dans le cas général, z + 2’
peut étre nul donc ne pas
admettre d'argument. Une
seule solution : le cas par

cas, et le faire 3 la main.

Nous venons de montrer que,
si deux complexes ont méme
argument, alors il y a éga-
lité dans I'inégalité triangu-
laire. En effet, cela veut dire
qu'ils sont colinéaires dans

le méme sens.
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'Proposition. Soient A, B, C et D des points du plan d’affixes respectives a, b, ¢ et d.
On suppose que a # b et ¢ # d.

e [a quantité 5 est égal au quotient de deux longueurs 1B

—a

e Un argument de 2 € est une mesure de | ‘angle orienté (ﬁ, @)

L @ ) | Avec les mains : I'angle
orienté (E,@) est

I'angle obtenu en « faisant

DEMONSTRATION. Découle de I'interprétation géométrique du module comme distance,

et du fait que l'interprétation géométrique de I'argument d’'un complexe z est |'angle formé el [ dhue veseus

par le vecteur OM, avec |'axe des abscisses : quand on fait le quotient, on soustrait les g, méme point » et

arguments, et une mesure de I'angle ( i , C'D) moins une mesure de I'angle (i ,Ag) donne en allant de AB 3 CD.
\ D

une mesure de I'angle (zﬁ,@) O

Corollaire. Soient A, B et C' des points du plan d’affixes respectives a, b et c. On suppose] C

c—a

que a # b et a # c. Soit 8 un argument du complexe 2 . Alors, géométriquement, 0 N
—a

est une mesure de I'angle orienté (E, ﬁ) En particulier :

cC—a

R.
bfaE

e A B,C sont alignés < 0 =0[r] <

c—a

b—a

o AB et AC sont orthogonaux <= 0= 31| <= € iR.

\

Exemple : Donnons |'ensemble des complexes z tel que le triangle z, 2> et 23 soit rectangle
en z.

Notons A, B et C les points d’affixes z, 2> et z° respectivement. %

3) Notation exponentielle d’'un complexe non nul

Définition. Soit = € C*. Soit @ un argument de z. Notons r = |z|. L écriture z = rel’
0 _ =z

est appelée écriture exponentielle de z. En effet, on a e’ = % =

2]
-

Remarques :

e De la méme facon que lorsqu’on écrit z = z + iy, = et y désignent des réels (cf.
paragraphe |.1) et plus précisément la partie réelle et la partie imaginaire de z, dans
la suite, quand on écrira « Soit z = rel € C* », cela signifiera : « Soit z € C*, soit
r = |z| > 0 et soit & un argument de z ».

° & Dans cette écriture, r doit étre strictement positif (c'est le module de z). Ainsi,
lorsque z est écrit sous la forme z = zel? avec z < 0, on procede ainsi :
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Bien que 0 = 0 x € pour tout # € R, on ne dit pas qu'il s'agit de I'écriture
exponentielle de 0 : il n'y en a pas.

e Les écritures z = r(cos(f)+isin(f)) et z = x +iy sont respectivement appelées écriture
trigonométrique et écriture algébrique de z.

e 0 n'admet pas d'écriture exponentielle ou trigonométrique car n'admet pas d’'argument.

En revanche, il admet une écriture algébrique.

e L'écriture algébrique est unique (cf. paragraphe I.1). Il n'y a pas unicité de I'écriture
exponentielle, mais « presque » :

Proposition. Soit z € C*. On suppose qu'il existe un réel R > 0 et un réel o quelconque
tels que z = Re'*. Alors R = |z| et « est un argument de z.

DEMONSTRATION. On a |2| = [Re!®| = R x 1 = R puis ¢* = & = % donc a est un

argument de z par définition. O

La proposition suivante découle immédiatement des propriétés de |'exponentielle d'un
imaginaire pur et du module d’un complexe.

I N\

. ) - — -
Proposition. Soient z = rel? et 2/ = 1! deux nombres complexes, avec r, v’ des réels
strictement positifs et 0, 0 des réels. Nous avons

/

z=z = r=r" et 0=06[2n]
De plus zz' = rr'el@+0"), 2 = %ei(‘g*@/), z=re ¥ et
Vn € Z, 2" = e,

L J

Comment passer de la exponentielle a la forme algébrique, et réciproquement ?
e Pour passer de la forme exponentielle a la forme algébrique, il suffit de développer.
Par exemple 2¢'7/6 = 2 (cos (%) + isin ((%)) =3 +i.
e Pour passer de la forme algébrique a la forme algébrique, il est facile de calculer le
module : Si z = x + iy, alors |z| = /22 + y2. Pour trouver un argument, on cherche
un réel 6 tel que z = |z|(cos() + isin(h)), c'est-a-dire tel que

L Y

cos(l) = ——— et sin(f) = —F—-—.
6= 6=

Lorsque = # 0, on a de plus tan(f) = Y Sauf cas particuliers ou on tombe sur des
x

valeurs bien connues de sinus et cosinus, on devra utiliser les fonctions Arctan, Arcsin
ou Arccos. Mais attention aux domaines de définition et aux ensembles d'arrivée de ces
fonctions :

* Lorsque = > 0 et y > 0, I'argument principal § de z = x + iy appartient a }0; 5 [

Puisque cet intervalle appartient a la fois aux domaines images de Arccos, Arcsin

_ x _ . y _ y
et Arctan, on a § = Arccos <W> Arcsin <m> Arctan (£).

* Lorsque = > 0 et y < 0, I'argument principal 6 de z = = + iy appartient a ]—% ;O[.

Puisque cet intervalle appartient a la fois aux domaines images de Arcsin et Arctan

(mais pas de Arccos), on a # = Arcsin (nyerQ> = Arctan (£).

La forme trigonométrique
est juste une réécriture de la
forme exponentielle. Quand
on fera un exercice, on se de-
mandera toujours quelle est
la forme la plus adaptée : la
forme algébrique ou la forme
exponentielle ? La premiére
est plus adaptée pour des
sommes, la seconde pour des
produits ou des calculs de

puissances.

Siy = 0etx # 0, alors
z = x € R donc un argu-
ment de z est 0 si x > 0 et

msix <O0.

Siz = 0ety # 0, alors
z = iy donc un argument de

™

zest 5siy>0et—7 si

y < 0.

N

— Arccos (\/ﬁ)

convient aussi.

Lycée Condorcet - MPSI2 19/35

Matthias Gorny



* Lorsque = < 0 et y > 0, I'argument principal § de z = x + iy appartient a ]g ;w[.
Puisque cet intervalle appartient au domaine image de Arccos (mais pas de Arcsin

et Arctan), on a = Arccos

g
/22 +y2 > ’

, . B . N or
* Lorsque x < 0 et y < 0, I'argument principal 6 de z = x + iy appartient a ]—77 =3 [
Cet intervalle n'appartient a8 aucun des domaines images de Arccos, Arcsin et
Arctan. Mais, comme I'argument de —z appartient a ]O; 3 [ onaf=a+mavec

B || _ : |yl —
o = Arccos <m> = Arcsin (W) = Arctan (%)

Par exemple :

x Donnons la forme exponentielle de z = —1 — iy/3.

* Donnons la forme exponentielle de z = 2 — Ti.

* Donnons la forme exponentielle de z = —2 — Ti.

* Soient n € N* et § € R. Cherchons la forme exponentielle de z =1+ ¢

inf

T — Arcsin( et

v
Va2+y?
Arctan (%) -+ 7 conviennent

aussi.

o
/
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4) Exponentielle complexe
a) Exponentielle d’'un complexe

On a vu plus haut la notion d'exponentielle d'un imaginaire pur. On a vu dans le chapitre 4 la
notion d'exponentielle d'un réel. On en déduit la notion d'exponentielle d’'un nombre
complexe :

[Définition. Pour tout z € C, on pose e* = eRe(2) y oilm(z) ]

Exemple :
|

Les propriétés suivantes découlent immédiatement de la définition et des résultats vérifiés
par I'exponentielle réelle et I'exponentielle définie sur les imaginaires purs :

rProposition. Soit z € C.
1. Re(e?) = eRe(®) x cos(Im(z)).
2. Im (%) = eRe(®) x sin(Im(z)).

3. le*| = eRe(?)

4. Soit @ un argument de e*. Alors 6 = Im(z)[27].

\

Exemple : Soit 0 € R. Notons z = . On a

[Proposition (propriété d’addition). Pour tout (z,2') € C2, e = e%e? . J

DEMONSTRATION. Par linéarité de la partie réelle et de la partie imaginaire

/ ! : / ! 5 3 !
et — eRe(z+z )el Im(z+2") _ eRe(z)+Re(z )el Im(z)+ilm(z )

Par propriété d'addition de |'exponentielle d'un réel et d'un imaginaire pur, on conclut que

’ /! H 3 / ’
o? 7 — eRe(z)eRe(z )ellm(z)ellm(z ) — oZe?

e“e” . O

Proposition (Cas d’égalité). Soit (z,2') € C2. On ae* = e* si et seulement s'il existe
k € Z tel que z = 2’ + 2ikm.

Si z est réel ou imaginaire
pur, cette définition coincide
avec, respectivement, |'expo-
nentielle réelle et I'exponen-
tielle définie sur les imagi-

naires purs.

Ne pas oublier le i!
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DEMONSTRATION.

O]

& 0 n’est pas une exponentielle complexe. En effet, pour tout z € C, efte(2) # 0 (puisque
c'est un réel strictement positif) et ellm(2) £ 0 (puisque c’est un complexe de module
1) donc e* = eRe(®)elm(2) —£ (0. En revanche tout complexe non nul admet une infinité
d’'antécédents par la fonction z — e®. Plus précisément :

Proposition. Soit a € C*. Soit § un argument de a. Pour tout z € C,

e =a = dk € Z, z =In(Ja]) + i0 + 2ik.

DEMONSTRATION. Soit z € C. Puisque |a| > 0 (car a # 0), on a a = |ae? = e(le)+10,
La proposition précédente permet de conclure. ]

Exemple : Résoudre I'équation e* = 2 + 2i, d’inconnue z € C.

b) Fonction du type e¥

Soit £ une union d'un nombre fini d'intervalles non vides et non réduits a un point de R.

Théoréme. Si ¢ : E — C est dérivable sur E, alors la fonction ¥ : x — #(®) est
dérivable sur E et (e?) = p'e?.

DEMONSTRATION.

En d'autres termes, les com-
plexes ayant méme image
que z par |'exponentielle
s'obtiennent en ajoutant un
multiple de 2iw. Géométri-
quement, cela se traduit par
« des sauts verticaux d'am-

plitude 27 » :

Le programme ne dit pas
s'il faut retenir ce théoréme
par coeur ou seulement la dé-
marche de preuve (de la dé-
monstration). Dans le doute,

autant tout refaire.
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IV  Racines niemes

On se donne dans cette partie un entier n > 2.

1) Cas général

[Définition. Soit z € C. On dit que ¢ € C est une racine n*™ de z si (" = z. ]
e 1i\2 L i
Exemple : (%) = (7\/;) = 1i. En d’autres termes, % et 7\/; sont deux racines

carrées de i.

Remarques :

e Si x € Ry, il existe deux réels opposés dont le carré vaut z, et on choisit d'appeler
Vx celui de ces deux réels qui est positif. Plus généralement, si x € R, on choisit de
noter {/z I'unique réel positif y tel que y™ = z. Cependant, sur C, parler de complexe
positif ou, plus généralement, de complexe plus grand qu'un autre n'a pas de sens (sauf
si on manipule des réels). Pour cette raison, ce qui nous permettait de faire un choix
parmi les racines carrées ou les racines n*™e (réelles) de x € R, n'est plus valable sur
C, aucune racine ne se distingue par rapport aux autres, et donc la notation {/z est
interdite (sauf, encore une fois, lorsque z est un réel positif). On dira donc : « soit ¢
une racine n'*™ de z » ou « soit ¢ tel que ("™ = z » mais jamais « Posons ( = {/z ».

e Si z = 0, alors z n'a qu'une seule racine n*™ : |ui-mé&me. On s'intéressera donc
uniquement au cas z # 0 dans la suite.

Théoréeme. Soit z = rel? € C*. Les racines n®mes de = sont exactement les complexes

==

(e
G = Yrelatias),

En particulier, tout complexe non nul admet exactement n racines n'*™es distinctes.

ke 0;n—1]

Remarque : Si n = 2, alors les deux racines carrées de z sont (o = /rel?/? et

1= V2™ = ¢y x e = (.

En particulier, tout complexe non nul admet exactement deux racines carrées opposées.

DEMONSTRATION.

Sim = 2, on dit que ( est
une racine carrée de z. Si
n = 3, on dit que (¢ est une

racine cubique de z.

Par exemple, qui est le plus
grand entre 1 —iet —1+i7?

N

Aucun probléme pour la no-
tation {/r ici puisque r est

un réel strictement positif.

On reparlera de ce cas par-
ticulier dans le paragraphe
V.2.

Cas d'égalité de la forme ex-
ponentielle (cf. paragraphe
11.3).
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Remarque : Comme on vient de le voir dans la démonstration, on pourra écrire également
que les racines n*™e de z sont les (i, pour k € [1;n]. Seule compte la congruence modulo
n.

Nous donnerons l'interpréta-
tion géométrique de ce résul-

tat dans le paragraphe sui-

Exemple : vant.

2) Cas particulier des racines de I'unité

a) Résultats généraux

[Définition. Soit w € C. On dit que w est une racine n'*™ de I'unité si W™ = 1. ]

Théoréme. Les racines n'*™s de |'unité sont exactement les
Avec des quantificateurs :

Wi, = ezi:f“’ ke[0;n—1] w est une racine n'®M de
I'unité si et seulement si il
Remarques : existe k € [0;n—1] tel que

. 2im . N , ., k w= e?ikﬂ/n
e Sion note w =e™n , les racines n*™* de |'unité sont les w”, k € [0;n — 1]. '

e Comme dans la paragraphe précédent, on pourra écrire également que les racines niemes
de I'unité sont les wy, pour k € [1;n]. Encore une fois, seule compte la congruence
modulo n !

e Si w désigne une racine n*™e de I'unité quelconque et si k et £ sont deux entiers tels

— k_ ¢
que k = £[n], alors w" = w". La réciproque est fausse.

Prendre par exemple w = 1,

Exemples :

k=0etl{=1.
e Les racines carrées de I'unité sont 1 et —1.
e Les racines quatriémes de I'unité sont 1, €™/2 = j, eI = —1 et e37/2 = .

e Sin est impair, 1 est la seule racine n®me de I'unité réelle (voir le cas n = 3 ci-dessous),,
et sin est pair, 1 et —1 sont les seules racines n'*™ de I'unité réelles.
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-

Définition (le nombre j). On note j = e’T = —1+i

ol

rProposition (propriétés de j).

—_ 1 i
.j2:j:JT:e4T:_%_i

V3

2

e j> =1, c'est-a-dire j est une racine cubique de I'unité.

Les trois racines cubiques de I'unité sont 1, j et j?.
1+j+i2=0,1+j=—34% 1+ = —j et
Pour tout z € C, 22 + z+ 1= (z — j)(z — ?).

J

~» DEMONSTRATION

LAISSEE EN EXERCICE.

Exemple : Résoudre ['équation (z +1)" = (2 —i)" d'inconnue z € C.

b) Interprétation géométrique

Les racines n®™es de |'unité « partagent le cercle unité U en n parts égales d'angle

2

n

»

et forment donc un polygone régulier 3 n cotés inscrit dans le cercle trigonométrique/le

cercle unité.

%thode a retenir : se ra-

mener a une équation du
type
Machin sera alors une racine

« machin® = 1 ».

de l'unité.

II" faut résister a I'envie
d'écrire 1/ tan(%2) : il peut
y avoir un probléme de défi-
nition car %” peut étre égal
a 5 (parexemplesin = 4et
k = 2), méme si ce n'est pas
trés grave car alors on pour-
rait poser par convention
«1/£00 =0». On pourrait
écrire cotan(®T) (cf. exer-
cice 11 du TD n°5) mais

cotan est hors programme.
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%/ 3 1

n=>5

c) L’ensemble U,

[Définition. On note U,, I'ensemble des racines n'¢™e de I'unité.

]

Proposition. L'ensemble U,, est inclus dans U, il posséde n éléments, il est stable pa

[produit, par inverse et par conjugaison.

’]

~» DEMONSTRATION LAISSEE EN EXERCICE.

[Proposition. Soit d € N*. On a U, C U, si et seulement si d|n.

]

DEMONSTRATION.

On peut a présent donner
I'interprétation géométrique
des racines n'*™ d'un com-

plexe z = rel’ € C* quel-
conque.
¢
0/n> Co
o
(3

Les racines n*ms de z
forment un polygone régu-
lier 3 n cotés inscrit dans
le cercle de rayon %/r et
qui « débute » en la premiére
racine, c'est-a-dire (o =

n 7‘ei@/'n

En  particulier, puisque
1 € U,, on dira dans le
chapitre 17 que U,, est un
groupe a n éléments pour

le produit.

Tout comme U, I'ensemble
U, n'est pas stable par
somme. Par exemple,
1+1=2¢0U,.

Sid{n, Ug n'est pas inclus
dans U,, mais, comme 1 €
U,NUgq, Ugz et U, ne sont ja-
mais disjoints. On peut mon-
trer (cf. exercice du TD
n°12) que U, NUg = Upna.

Avoir d < n ne suffit
pas! Nous montrerons dans
le chapitre 17 que les seuls
sous-groupes de U, sont les

Uq avec d divisant n.
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Exemples :

Uy Uy
Ug UG

Uy C Ug Uy ¢ Ug

V Equations polynomiales a coefficients complexes

1) Notion de fonction polynomiale a coefficients complexes

Définition. Une fonction P : C — C est dite polynomiale sur C si il existe n € N* et
des scalaires ag,a, ... ,ap tels

Vz € C, P(x) =ag+ a1z + a2’ + - + anz".

Remarque : Puisque R C C, on peut voir toute fonction polynomiale a coefficients réels
comme une fonction polynomiale sur C.

(Théoreme. Si P est une fonction polynomiale sur C, alors :
e ou bien P est la fonction nulle,

e ou bien il existe un unique p € N (appelé degré de P ) et des uniques réels ag, ay, . .
(appelés coefficients de P) tels que a, # 0 et :

<y ap

Vz e C, P(z) :a0+alz+a2z2+-~-+apzp.

Le coefficient a, est appelé coefficient dominant de P et ag le coefficient constant.
Le degré p du polynéme P est noté deg(P).

.

Exemple : La fonction z — iz% — (2 +1)2% + 822 — 7 est polynomiale de degré 5, de
coefficient constant —7 et de coefficient dominant i.

Remarques :

e Le terme « identifier » est interdit pour dire que les coefficients de deux fonctions
polynomiales égales sont les mémes deux a deux : on parle d'unicité des coefficients
d'une fonction polynomiale.

e Le coefficient dominant d'une fonction polynomiale non nulle est, par définition,
non nul.

e Par convention, on dit que la fonction (polynomiale) nulle est de degré —oc.

Définition. Soit P une fonction polynomiale sur C. Soit a € C. On dit que a est une
racine de P si P(a) = 0.

Exemple : Puisque 1 +j + j?> =0, j est une racine de P : z — 2% + z + 1.

Définition. On appelle équation polynomiale a coefficients complexes toute équation du
type P(z) = 0, d’inconnue z € C, avec P une fonction polynomiale sur C. Résoudre
cette équation consiste a déterminer toutes les racines de P.

On ne dit pas dans cette

£ 0

ni méme que les scalaires

définition que an,
@0,01,...,ap Ne sont pas

tous nuls.

L unicité du degré et des co-
efficients d'une fonction po-
lynomiale non nulle signifie
que, si P s'écrit

2> ap+aiz+ -+ ap2’
et
z2>bo+biz+ -+ bg2?

(pg) € N et
ao,...,ap,bo,...,bg des
scalaires tels que a, # 0 et
bg # 0, alors p=gq et

avec

Vi € [0;p], ai = bs.
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2) Racines carrées d’un complexe

On a vu dans la partie précédente comment déterminer les deux racines carrées d'un
complexe non nul lorsqu’on en connait un argument... ce qui n'est pas garanti en pratique.
Nous allons voir une autre méthode qui marche a tous les coups.

Supposons que Z = X +iY € C* et z =z + iy, avec X, Y, z et y des réels.

Exemple : Calculons les racines carrées de 1 + 3i.
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3) Equations polynomiales de degré 2
a) Le cas des coefficients réels

On a déja étudié les équations polynomiales du second degré d’inconnue réelle dans le
chapitre 3. Lorsque le discriminant est strictement négatif, on a vu qu’il n'y avait pas de
racines. Si on autorise désormais une inconnue complexe, on peut aller plus loin.

On se donne (a,b,c) € R* x R2. On considere la fonction polynomiale

{(C — C
P : 9
z — az*+bz+c

On note A = b2 — 4ac le discriminant de P.

Théoréme (factorisation des trindmes du second degré).
9 b
avecrg = — —

e Si A =0 alors, pour tout z € C, P(z) = a(z — 1) 5
a

e Si A >0 alors, pour tout z € R, P(z)

_—b—VA
N 2a

a(z —r1)(z —rg) avec

b+ VA

T1
2a

T2

e Si A <0 alors, pour tout z € R, P(2) = a(z — {)(z — () avec ( = —b+21\/j
a

- J

DEMONSTRATION. C'est la méme preuve que dans le chapitre 3, mais avec z € C au lieu
de z € R. On n’avait pas pu conclure dans le cas ou A < 0 a I'étape suivante :

b\’ A
Vz € C, P(Z)—CL <Z+2a> —@

On en déduit :

Théoréeme (racines des trindmes du second degré). Avec les notations du théoréme
précédent :

e SiA =0, alors P admet rqg pour unique racine.

e SiA >0, alors P admet deux racines réelles : r1 et r.

e SiA <0, alors P admet deux racines complexes non réelles : ( et .

.

Exemples :

e Lafonction P:zr+— 22+ 2+1

%optons plutét le vocabu-
laire des fonctions polyno-
miales pour étre plus rigou-
reux que dans le chapitre 3.

Dire que r est racine de P
veut dire la méme chose que
r est solution de I'équation
az® +bz+c=0.

N

On a ¢

(="t
a

2Re(() =2+ (= —g.

Les relations coeffi-
cients/racines du chapitre
3 s’étendent donc dans ce

cas.

Lycée Condorcet - MPSI2 29/35

Matthias Gorny



e Lafonction P:z+—322—-22+45

b) Cas général

On se donne (a,b,c) € C* x C2. On considére la fonction polynomiale

{(C — C
P: 9
z — az+bz+c

On note A = b? — 4ac le discriminant de P. Notons d un racine carrée du complexe A.

() - ()

On utilise ensuite une identité remarquable pour conclure :

Pour tout z € C, on met sous forme canonique :

[Théoreme (factorisation des trindmes du second degré).

Vz e C, P(z) =a(z — (1)(z — (2).

b
e Si A =0 alors, pour tout z € C, P(2) = a(z — (p)? avec {p = —5
a
—b+0 —b—94
e Si A £ 0 alors, en notant ¢ une racine carrée de A puis (1 = T+ et (o = —
a a

’

précédent :
e SiA =0, alors P admet (y pour unique racine.

e SiA+#0, alors P admet deux racines réelles : (1 et (o.

\

Théoréme (racines des trindmes du second degré). Avec les notations du théoréme

J

Exemple : Considérons I'équation z> + 2iz — 3 +1i = 0 d'inconnue z € C. Son discriminant

est
A= (20 —4(-3+1i)=—4+12—4i =8 — 4i.

On a vu dans le paragraphe
V.2 une méthode pour trou-
ver les deux racines carrées
d'un complexe non nul. Ici
on prend n’importe laquelle
pour ¢ : celan’a pas d'impor-
tance (remplacer ¢ par —0
donne le méme couple de ra-

cines).

Sur C, il n'y a pas d'inégali-
tés donc on ne parle surtout
pas du signe de A. Il faut
distinguer simplement deux
cas selon que A est nul ou

non.

Lorsque les coefficients ne

sont pas réels, les deux

racines simples ne sont
pas forcément conjuguées !
C’est notamment le cas que
lorsque les coefficients sont
réels (et le discriminant stric-

tement négatif).
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Proposition (Relation coefficients/racines). Avec les notations des théorémes précé-

b
dents, dans le casot A #0,ona(1+ (G =— et (1( = E.
a a

\

DEMONSTRATION. Découle du théoréme de factorisation ci-dessus : si A # 0 alors, pour
tout z € C¥,

a? +bz+c=a(z—2)(z—2) =a(z® — (L + &)z + GG)
On conclut par unicité des coefficients d'une fonction polynomiale. O

Remarque : Ce résultat permet notamment de trouver facilement une racine lorsqu’on
connaft I'autre.

Par exemple, 1 est racine évidente de z — 2 + iz — (i + 1), donc I'autre racine est

—1 — ¢ car le produit des racines vaut ﬂ =—-1—1.

En particulier, lorsque a = 0, la somme des racines est |'opposé du coefficient du terme de
degré 1 quand le produit des racines est le coefficient constant. Réciproquement :

N

Proposition. Soit (s, p) € C2. Les solutions du systéme d’inconnues x et y complexes

{x+y:s
ry =P

2 _s24p=0, d'inconnue z € C.

sont les solutions de |'équation z

DEMONSTRATION. Si (z,y) est un couple de solutions du systéme, alors

2

€T —sa:+p:a:2

—(@tyzt+ay=0 et Y —sy+p=y’—(z+y)y+ay=0.
La réciproque a été montrée ci-dessus. O

Exemple : Il n'existe pas de réels x et y tels que x + y= —1 et xy = 1. En effet : x et y
conviennent si et seulement si = et y sont solutions de z> + z +1 = 0, d'inconnue z € C.
Or, cette équation n’a pas de solution réelle car son discriminant est strictement négatif.
Par contre, si on s’autorise des solutions complexes, alors j et j> conviennent.

4) Equations polynomiales de degré supérieur a 3

On sait résoudre des équations polynomiales du type z" = a, d’inconnue z € C, avec
n > 3 et a € C en utilisant les racines n'*™. Pour les autres équations polynomiales de
degré supérieur ou égal a 3, et bien c'est tout un programme... Une méthode classique est
d'essayer de se ramener a une équation de degré 2 en faisant des changements de variables
ou en cherchant une racine. En effet, nous avons le théoréme suivant (temporairement
admis) :

Théoréme (racine et factorisation). Soit P une fonction polynomiale sur C de degré
p € N*. §i P admet une racine a, alors il existe une unique fonction polynomiale ) sur
C de degré p — 1 telle que :

Vz e C, P(z) = (2 —a) x Q(2).

Dans le cas ou A = 0,
si on compte en double
I'unique racine, on retrouve
les mémes relations :

Co-f—(c):—é
a

et c
CoCo = —.
a

On reviendra longuement
sur le cas des équations poly-
nomiales de degré supérieur
a 3 dans le chapitre 9 mais

surtout le chapitre 21.

Il 'sera montré dans le cha-
pitre 21 mais aussi en exer-

cice dans le TD n°7.
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On cherche d’abord les racines parmi 3, £2, +1, 0 ou encore +3i, 4-2i, =i, sachant qu'une

racine nulle saute au yeux : c’est le cas si et seulement si le coefficient constant est nul.

On voit aussi facilement quand 1 est racine : c'est le cas lorsque la somme des coefficients
est nulle.

Dans la pratique, pour trouver I'application polynomiale @), on I'écrit de facon générique
comme une combinaison linéaire de fonctions puissances entiéres naturelles. On développe
(x — a)Q(x) et on utilise 'unicité des coefficients d'une application polynomiale pour
trouver les coefficients de (Q un a un (en commencant par les coefficients dominants et
constants).

On répéte ce procédé de factorisation pour factoriser la fonction polynomiale au maximum
(c'est-a-dire I'écrire sous la forme d'un produit de fonctions polynomiales de degré 1).
Exemple : Résoudre I'équation 2® — (4 + 2i)z? + (4 + 10i)z + (4 — 8i) = 0, d'inconnue
z € C, avec l'indication qu'elle admet une racine imaginaire pure.

Quand c'est plus subtile,
I"énoncé vous donnera volon-

tiers une indication.

On verra aussi comment ob-
tenir Q via une division eu-
clidienne dans les chapitres
9 et 21.

Le théoréeme de D’Alembert
Gauss, que nous verrons
(mais admettrons) dans le
chapitre 21, assure qu'il est
toujours possible de I'écrire
sous la forme d'un produit
de fonctions polynomiales de
degré 1 a coefficients com-
plexes (faux en général si on
ne veut que des coefficients
réels)... ce qui ne veut pas
dire que I'on sait le faire ex-

plicitement.
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VI Transformations usuelles du plan complexe

Dans ce paragraphe, lorsque z est un complexe, notons M, le point du plan d'affixe z.

1) Translations, homothéties, rotations

Proposition. Soit (z,b) € C2. Géométriquement, z + b s'obtient 3 partir de z par une
translation de vecteur b.

DEMONSTRATION. Immédiat en sommant les coordonnées de M, et celles de M. ]
z+b
A
b z
;f [ 4

4

4
rd
4

@)

Proposition. Soit (z,w,\) € C? x R
o Géométriquement, A X z s'obtient a partir de z par une homothétie de centre 0 et de
rapport .

o Géométriquement, 2’ = w + A x (z — w) s'obtient a partir de z par une homothétie
de centre w et de rapport .

§ J

DEMONSTRATION. Immédiat en multipliant les coordonnées de M, par \. O
/‘f
270 Az
//// %‘\
L Az TN
P Z‘\.
w
O O

Proposition. Soit (z,w, ) € C? x R.

o Géométriquement, €Y x z s'obtient & partir de = par une rotation d’angle 6 et de
centre (.

o Géométriquement, z' = w + e x (2 — w) s'obtient 3 partir de z par une rotation
d’angle 6 et de centre w.

DEMONSTRATION.

9 % 2z a le méme module que z et, si ¢ est un argument de z, alors § + ¢ est un

argument de e x z.

.ei

e Notons w + e x (z — w). On multiplie le vecteur M, M, par €, ce qui donne un

vecteur de méme norme mais sur lequel on a fait une rotation d’angle 0, et obtient le
—

vecteur M M. O

C'est-a-dire M, s'obtient

a partir de M, par une trans-
. —

lation de vecteur OM,.

N

T

C'est-a-dire M M,
e

tient a partir de M, M,

par une homothétie de rap-

s'ob-

port A. Cela consiste a mul-
tiplier la distance M, M,
par .

C'est-a-dire M, s'obtient a
partir de M, par une rota-
tion d'angle 6 et de centre

@o

En particulier, si 8 = —m,
on retrouve que —z s'obtient
a partir de z par une rota-
tion d’angle m, autrement
dit par une symétrie centrale

de centre O.
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Exemple : Multiplier par i revient a faire une rotation d’angle % dans le sens direct.

Proposition. Soit a = re? € C*. Soit (z,w) € C2.

o Géométriquement, a X z s'obtient a partir de z par une rotation d’angle 0 et une
homothétie de rapport r = |a| (toutes les deux de centre O), I'ordre de ces opérations
n'ayant pas d’importance.

o Géométriquement, w + a X (z — w) s'obtient a partir de z par une rotation d’angle 0
et une homothétie de rapport r = |a| (toutes les deux de centre w), I'ordre de ces

opérations n'ayant pas d’importance.

J

DEMONSTRATION. |l suffit de voir que :

axz=lalx €%z =eéfx la| x z
~——
rotation d'angle ¢ homothétie de rapport |a|
homothétie de rapport |a| rotation d'angle 6 O
et c'est la méme chose pour a(z — w) + w.
\a|><e‘9><z w+a| x e x (z — w)
w+ |al X (z —w)
elf x 2
0 wHef x (z—-w)
la] x z w
z
0]

O

Le fait que I'ordre ne compte
pas vient de la commuta-
tivité de la multiplication
sur C.

Ci-contre, deux exemples :
qu’on fasse d’abord la rota-
tion puis I’homothétie (en
rouge) ou d’'abord I'homo-
thétie puis la rotation (en
bleu), on arrive au méme

point.
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2) Cas général : similitudes directes

Définition. On dit que f : C — C est une similitude directe s'il existe (a,b) € C* x C

tel que :
Vz e C, f(z) =az+b.

On se donne dans la suite f : z — az + b une similitude directe (avec a € C* et b € C).

e Sia =1 alors, géométriquement, f est la translation de vecteur b.

* Supposons que a 7é L Il faut impérativement re-
tenir cette méthode (que
I'on reverra dans le cha-
pitre 14 pour les suites
arithmético-géométriques) :
la difficulté est de trouver le
centre w. Un angle de la ro-
tation est juste un argument
de a et le rapport de I’lhomo-

thétie le module de a.

Retenons de cette étude :

Théoréme. Une similitude directe est :
e ou bien une translation

e ou bien il existe (w,0,r) € C x R x R tel que f soit la composée de la rotation
d’angle 0 et de I'homothétie de rapport r (toutes les deux de centre w), I'ordre de ces
opérations n'ayant pas d’importance.

J

Exemple : Donner les éléments caractéristiques de la similitude directe T esenrs T A

sentant |'égalité
tz— (1 4+i)z+ 1.
! ( ) f(Q+2i) = 3i.
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