Chapitre 9

Décomposition en éléments simples

L'objectif de ce chapitre est de présenter la technique de décomposition en éléments simples
de fonctions rationnelles dans le but principal est de calculer certaines intégrales dans le
prochain chapitre.

Dans ce chapitre K désigne R ou C. Un élément de K est appelé scalaire.

| Rappels et compléments sur les fonctions polynomiales et
rationnelles

Dans la partie C du chapitre 4, puis dans le chapitre 6, nous avons défini les fonctions

polynomiales. Dans ce paragraphe, nous étendons ces notions mais tous les résultats seront
admis.

1) Degré d’une fonction polynomiale

Définition. Une fonction P : K — K est dite polynomiale sur K si il existe n € N* et
des scalaires ag, a1, ...,a, tels

Vo € K, P(z) = ap + a17 + agz”® + - - + apz™.

(Théoreme. Si P est une fonction polynomiale sur K, alors :
e ou bien P est la fonction nulle,

e ou bien il existe un unique p € N (appelé degré de P) et des uniques réels ag, ay, . . .
(appelés coefficients de P) tels que a,, # 0 et :

, Ap

Vz € K, P(x):a0+a1x+a2x2+~-+apa:p.

Le coefficient a, est appelé coefficient dominant de P et ag le coefficient constant.
Le degré p du polynéme P est noté deg(P).

L

Exemple : La fonction x +— iz® — (2 +1i)x> + 822 — 7 est polynomiale de degré 5, de
coefficient constant —7 et de coefficient dominant i.
Remarques :

e Le terme « identifier » est interdit pour dire que les coefficients de deux fonctions
polynomiales égales sont les mémes deux a deux : on parle d'unicité des coefficients
d'une fonction polynomiale.

e Le coefficient dominant d'une fonction polynomiale non nulle est, par définition,
non nul.

e Par convention, on dit que la fonction (polynomiale) nulle est de degré —oo.

Proposition. Soient P; et P, deux fonctions polynomiales non nulles sur K. Alors :
o deg(PP,) = deg(Py) + deg(Ps),
e pour tout n € N*, deg(P™) = n deg(P).

Exemple : Si P : x — ix?> — 2247 et Py : o — 13 —i, alors deg(P)) = 2, deg(P) = 3,
deg(P1Py) =3 +2=5 et deg(P}) = 3 x deg(Py) = 6.

Tous les résultats de ce cha-
pitre seront admis. Nous en
montrerons certains dans les
chapitres 21 et 22. D'autres
resteront admis conformé-

ment au programme.

On ne dit pas dans cette

£ 0

ni méme que les scalaires

définition que an
ap,ai,...,a, Nne sont pas

tous nuls.

L unicité du degré et des co-
efficients d'une fonction po-
lynomiale non nulle signifie
que, si P s'écrit

T ao+a1x + -+ apx?
et
T+ bo+bix + -+ + bgx?

avec (p,q) € N? et
a07...7ap7bo,..‘7bq des
scalaires tels que a, # 0 et
bq # 0, alors p = q et

Vi € ﬂo;p]], a; = b;.

Autrement dit, le degré du
produit de fonctions poly-
nomiales non nulles est la

somme des degrés.
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2) Division euclidienne de fonctions polynomiales

Théoreme. Soient A et B deux fonctions polynomiales sur K telles que B n’est pas
nulle. Alors il existe un unique couple (QQ, R) de fonctions polynomiales sur K tel que
A = BQ + R et deg(R) < deg(B). La fonction @) est appélée le quotient et la fonction
R le reste de la division euclidienne de A par B.

Méthode.
o Sideg(A) <deg(B),alors A=0xB+A:Q=0et R=A.
e Supposons que deg(A) > deg(B). Notons p = deg(A), ¢ = deg(B) et

A:z— ao+arx+ -+ apa? et B:xv+——by+bix+ -+ bga?

avec ao, . . ., ap, bo, . .., by des scalaires tels que a, # 0 et b; # 0. On se donne z € K
puis on procede ainsi :

. a y N .
* On multiplie B(x) par b—pxp_q et on retranche le résultat a A(x). Par construction,

on obtient A;(z) avec Aql une fonction polynomiale de degré inférieur strictement a

.

* Si deg(Ai1) > q, on détermine ¢; € K et r; € N tels que retrancher ;2" B(x) a
Aj(z) donne As(x) avec Az une fonction polynomiale de degré inférieur strictement
a deg(Ayp).

* Et ainsi de suite en abaissant a chaque fois le degré de la fonction polynomiale obtenue
jusqu’'a obtenir une fonction polynomiale de degré inférieur strictement a q. Celle-ci

sera alors le reste recherché. Le quotient sera, quant a lui,
a
x— 2Pz 4
by
Exemples :

e Faisons la division euclidienne de A : x — 323 — 2> — 8z + 9 par B : x — z + 2.

e Faisons la division euclidienne de A x — Hrt — 223 + 1622

B:xr— 222 +3.

—x — 1 par

La fonction polynomiale R
peut étre nulle avec la
convention que deg(0) =

—0Q.

Cette méthode est a rap-
procher de la division eu-
clidienne sur Z pratiquée a
I'école primaire (et que I'on
reverra dans le chapitre 12).

Autrement dit on multiplie
B(x) par les termes néces-
saire pour que les termes do-
minants soient les mémes et
s'annulent en faisant la sous-

traction.

On multiplie d’abord B(x)
par 322, car 322 x = = 3z2,
qui est le terme dominant de
A(z). Ensuite, on multiplie
B(z) par —7x car 22° xx =
—7x3, ce qui est le terme do-
minant de la fonction poly-
nomiale obtenue apres diffé-
rence, et ainsi de suite. On
s'arréte quand on obtient
une fonction polynomiale de
degré inférieur strictement a
1 = deg(B).

On multiplie d’abord B(x)
par % car 222 x % =
5z, qui est le terme domi-
nant de A(x). Ensuite, on
multiplie B(z) par —z car
222 x (—x) = —22°, ce qui
est le terme dominant de la
fonction polynomiale obte-
nue apres différence, et ainsi
de suite....
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3) Racines et factorisation

Définition. Soit P une fonction polynomiale sur K. Soit a € K. On dit que a est une
racine de P (dans K) si P(a) = 0.

& Le fait qu'une fonction polynomiale admette des racines ou non dépend de K.

SiP:xv+— 2?41, alors P admet des racines sur C (il s'agit dei et de —i) mais pas
sur R.

Théoreme. Si P est une fonction polynomiale sur K de degré p € N, alors P admet au
plus p racines.

J

(Théoreme (racine et factorisation). Soit P une fonction polynomiale sur K de degré]
p € N*. Si P admet une racine a, alors il existe une unique fonction polynomiale () sur
K de degré p — 1 telle que :

vz € K, P(z) = (z — a) x Q(x).

Autrement dit le reste de la division euclidienne de P par x — x — a est nul et () est le
quotient.

J

On cherche d’abord les racines parmi £3, £2, £1, 0 ou encore +3i, +2i, i, sachant qu'une
racine nulle saute au yeux : c'est le cas si et seulement si le coefficient constant est nul.
On voit aussi facilement quand 1 est racine : c’est le cas lorsque la somme des coefficients
est nulle.

On a vu une méthode dans les chapitres 4 et 6 pour trouver () en |'écrivant de facon
générique comme une combinaison linéaire de fonctions puissances entiéres naturelles, en
développant (z — a)Q(x) et en « identifiant » les coefficients un a un pour trouver Q). Mais
désormais, il est bien plus efficace d'utiliser I'algorithme de division euclidienne vu dans le
paragraphe précédent.

Exemple : Considérons la fonction polynomiale P : x — 6z3 + 5z — 3z — 2.

Comment savoir quand s'arréter dans la factorisation ? Sur C, c'est trés simple :

... On s’arréte quand on ob-
tient une fonction polyno-
miale de degré inférieur stric-
tement a 2 = deg(B).

La fonction polynomiale
nulle admet une infinité de
racines (tous les réels) et

c'est donc la seule.

Ce théoreme a déja été mon-
tré dans les chapitres 3 et
6 dans le cas ou p = 2.
Nous le montrerons dans le
cas général dans le chapitre
21 mais une preuve calcu-
latoire a déja été proposée
dans I'exercice 19 du TD
n°’.

C’est le méme exemple que
dans le chapitre 4.
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Théoréme (factorisation des fonctions polynomiales sur C). Soit P une fonction
polynomiale non constante sur C. Alors P peut s'écrire comme un produit de fonctions
polynomiales de degré 1.

Sur R, il faut ajouter les fonction polynomiales de degré 2 dont le discriminant est
strictement négatif.

Théoréme (factorisation des fonctions polynomiales sur R). Soit P une fonction
polynomiale non constante sur R. Alors P peut s’écrire comme un produit de fonctions
polynomiales de degré 1 et de degré 2 a discriminant strictement négatif.

Exemple : Notons P : x +— (z + 1)(2? + 1).

Remarque : Si P est polynomiale sur R, on peut la voir comme polynomiale sur C. Si
on dispose d'une factorisation de P sur R, on peut alors obtenir sa factorisation sur C en
factorisant chaque terme de la factorisation qui est une fonction polynomiale de degré 2 a
discriminant strictement négatif (en utilisant la méthode vue dans le chapitre 6).

4) Fonctions rationnelles sur K

Définition. Une fonction F est dite rationnelle sur K si il existe deux fonctions

A
polynomiales A et B sur K telles que B est non identiquement nulle et F' = B
Les racines de B, s'il y en a, sont appelées les péles de F'.

Tx® — 6x + 4
22+ +1°

Exemple : Notons F : x —

Il Théoreme de décomposition en éléments simples

Dans cette partie, on se donne deux fonctions polynomiales A et B sur K, avec B non
constante. On suppose que A et B n'ont aucune racine complexe commune et on note ()
le quotient de la division euclidienne de A par B.

1) Décomposition en éléments simples sur C

On suppose dans ce paragraphe que K = C (donc que A et B sont a coefficients complexes
et définis sur C). Ecrivons B sous forme factorisée :

B: zn—>)\H(z—zk)mk,
k=1

ou r € N*, A € C (c'est le coefficient dominant de B), zi,..
distincts (ce sont les racines de B) et myq, ..

., %¢ sont des complexes
., Mg sont des entiers naturels non nuls.

Lorsque P est écrit ainsi, on

dit qu'il est scindé sur C.

« peut s'écrire » dit juste
que c’est possible mais, dans
la pratique, il peut étre im-
possible de trouver explicite-
ment la factorisation. Nous
verrons certaines méthodes
pour écrire une fonction
polynomiale (complexe ou
réelle) sous forme factorisée

dans le chapitre 21.

Le domaine de définition de
F' est K privé de I'ensemble
des pdles. Et comme on I'a
vu plus haut, I'ensemble des
racines de B (et donc des
poles de F') est fini.

Rappelons
deg(A) < deg(B), alors
@ = 0. Sinon Q est de
degré deg(B) — deg(A).

que, si

Les entiers m1, ..., m, sont
appelées les ordres de multi-
plicités de z1, ..., 2z, respec-
tivement. Notons que

deg(B) = Z M.
k=1

Simi=mo=...=mp=1,

on dit que B est a racines
A .

simples et que B est a poles

simples.
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(Théoreme. I/ existe des complexes a1, ...,Q1,my,--->Qrl,---,0rm, Uniques tels que,‘
pour tout z € C\{z1;...;27} :
A(z) a1 a2 a1.m,
— z Y 2 000 — _oouies
B(2) Q( )+Z_Zl ) + oot o
a2,1 a2,2 o a2,ma
z2—29  (2—29)2 Tt (2 — z9)™2
Qr.1 Qr.2 o Aarm,
22—z (2—2)2 Tt (2 — zp)mr
1

Exemples : Notons f : z —> o) Grip

2) Décomposition en éléments simples sur R

On suppose dans ce paragraphe que K =R (donc que A et B sont a coefficients réels et
sont définies sur R. Notons B sous forme factorisée :

T S
B:x+— )\ H(."L‘—l‘k)mk HP;"'
k=1 =1
ou g € N, r € N (de sorte que ¢ +r > 0), A € R (c'est le coefficient dominant
de B), x1,...,x, sont des réels distincts (ce sont les racines de B), Pj,..., Ps sont
des fonctions polynomiales distinctes de degré 2 a discriminant strictement négatif, et

Ce théoreme dit que les
ai,i,... existent et le but
de la partie Ill va étre de
donner des méthodes pour

les trouver.

%is, comme dit plus haut,

on pourra parfois considérer
que A et B sont a coeffi-
cients complexes et définies
sur C : on appliquera alors

le paragraphe précédent.

mi,...,Mp,N4,...,Nns sont des entiers naturels non nuls.
Théoréme. Il existe des réels a1 1,...,arm,,b1,1,C1,1,-..,bsn,,Csn, Uniques tels que,
pOUr tout © c R\{xl, . ’ xr}, . avec la convention que,
A sir = 0 ougq = 0, les
(x) = Q(:L’) 4 91,1 41,2 5 _Mm termes correspondants n'ap-
_ — — mi
B(SL‘) r—a (x ‘rl) (:U xl) paraissent ni dans la factori-
oo sation de B, ni dans la dé-
4 Qr 1 Qr .2 . NI a1,m, composition du théoréme.
x—xz, (r—a) (x — x,p)™r
bijr+ci1  biox+cip P b1, T + C1my
n
Pi(z) Pyi(x)? Py (z)™
bs,lfﬁ +Cs1 bs,?«r + Cs2 4 n bs,nsx + Csns
Ps(x) Ps(l")2 Py(z)"™
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Exemples :
72% + 322 — 8
(x —6)*(222 + 5)3°

e Notons f:x+——

.%'20

(x — D) (z+2)22332x2 + 2+ 1)3 (22 + 1)

e Notons g : x ——

Il Méthodes pratiques de décomposition en éléments simples

Dans cette partie, nous étudions différentes méthodes pour trouver les coefficients interve-

. . : . A
nant dans une décomposition en éléments simples d'une fonction rationnelle F' = 5 (avec

B non constant et de sorte que A et B n'ont pas de racines complexes communes). On
commence toujours par :

e déterminer le quotient () de la division euclidienne de A par B.

e énoncer le théoréme de décomposition en éléments simples (en disant qu'il existe des
scalaires, en choisissant des lettres pour les désigner et en écrivant la décomposition).

Que K = R ou K = C, on remarque que le nombre de coefficients a trouver est exactement
égal a n = deg(B).

1) En résolvant un systeme linéaire

a) Par unicité des coefficients d’une fonction polynomiale

Commencons par un résultat théorique

Proposition. Si deux applications polynomiales sur K coincident sur un sous ensemble
infini de K, alors elles ont les mémes coefficients.

Bon d’accord, cet énoncé est
particulierement compliqué
au premier abord... Inutile
de le retenir dans cette gé-
néralité. Il faut surtout com-
prendre le principe (surtout
que, dans la pratique, on
ne rencontre presque jamais
des exemples ol la puissance
des fonctions polynomiales
de degré 2 est supérieure ou

égale a 2).

%is a quoi peut donc ser-

vir une décomposition en élé-
ments simples ? Et bien prin-
cipalement a déterminer des
primitives de fonctions ra-
tionnelles (cf. chapitre 10)
mais aussi a dériver successi-
vement des fonctions ration-
nelles. En effet, si r € C

1
et f:x— ——, alors f
x—r
est de classe €°° sur R\{r}
et, pour tous z € R\{r} et
keN,
(=1)*k!
(z —r)kt1’

fM (@) =

C’est un résultat mathéma-
tique profond que nous mon-

trerons dans le chapitre 21.
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La méthode la plus intuitive et qui fonctionne a tous les coups (mais qui n’est pas du
tout la plus simple) pour trouver les coefficients de la décomposition en éléments simples

consiste a mettre au méme dénominateur et 3 « identifier » les coefficients des numérateurs.

Cela fournit un systéme linéaire a n équations et n inconnues qu'il suffit de résoudre (avec
la méthode du pivot de Gauss de préférence).

Exemple : Décomposons en éléments simples la fonction rationnelle

For—= e e

b) En évaluant en des valeurs particuliéres

Une autre méthode consiste a évaluer F' et sa décomposition en éléments simples en
n valeurs distinctes bien choisies (n'étant pas des pdles bien siir) de sorte d'obtenir un
systeme linéaire de n équations a n inconnues.

Exemple : Reprenons I'exemple du paragraphe précédent a partir de la décomposition :

x a b
R\{—1; -2 = .
VeeRV-L-2b o E2) "o+l ot

2) La technique de base : multiplication puis limite en un pdle

Soit r € K un pdle de F' (c'est-a-dire une racine du dénominateur B, toujours avec
I'hypothése que A et B n'ont pas de racines complexes communes). On appelle ordre de a
la puissance de x — x — r dans la factorisation de B sur K. Autrement dit r est d’ordre
m € N* si et seulement si il existe une fonction polynomiale P sur K telle que a n'est pas
racine de P et

vz € K, B(z) = (x —r)" P(x).

Le terme « identification »
est cependant interdit (cela
ne veut rien dire). On parle
plutdt d'unicité des coeffi-
cients d'une fonction poly-

nomiale.

Puisqu'est en présence
de fonctions polynomiales
égales sur le sous ensemble

infini R\{—1; —2}.

Dans la pratique, on n'uti-
lise pas les méthodes du pa-
ragraphe I11.1 au dela de 3
coefficients car cela devient
vite assez fastidieux et on
dispose de moyens plus effi-
caces (cf. paragraphe 111.2).
On réservera cette méthode
aux cas ol il y a des pdles
multiples ou des fonctions
polynomiales de degré 2 et
qu'on aura épuisé les mé-

thodes ci-dessous.

On dit que r est un pdle
simple si son ordre est 1. On

dit qu'il est multiple sinon.
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a) Principe de la méthode

Pour chaque pole r de F', si m désigne I'ordre de r, la décomposition en éléments simples
de F' s'écrit sous la forme

Ui a
F:z— Z 7(35 _kT)k + G(x),
k=1

avec ai,...,a,, des scalaires (a déterminer) et G une fonction rationnelle (qui est la
somme des termes de la décomposition ne faisant pas apparaitre le pdle r) dont r n'est
pas un pdle.

On se donne alors = € K n'étant pas un pole de F' et on multiplie par (z —r)™ :
m—1

(z—7r)"F(z) = ap + ay (x — T)m_k +(x—1r)"G(x).
k=1

On fait alors tendre x vers r et on obtient :

A, = lim (x — 7)™ F(x).
T—Tr
Lorsque K = C et z € C, cela n'est pas trés rigoureux puisque I'on n'a pas défini
la notion de limite d'une fonction de la variable complexe en un complexe (c’est méme
hors programme). Dans la pratique nous le ferons quand méme mais, si on tient a plus de
rigueur, il suffit d'évaluer en x = r + ¢ (avec ¢ réel) et on a alors :

am, = lim e™F(r + ¢).
e—0

b) Le cas ou tous les pdles sont simples

Cette méthode est tres efficace lorsque tous les pdles sont simples puisqu’alors la décom-

A
position en éléments simples F' = 5 s'écrit sous la forme

F$,_)L++ n

T — T T — Ty

avec 1, ..., %, les racines de B dans K (supposées distinctes) et ay, ..., a, les coefficients

a déterminer. Pour tout k € [[1;n], on a donc

ay = xlbralk(x —xp) x F(x).

Exemples :

e Décomposons en éléments simples la fonction rationnelle F : x —

T
avec cette nouvelle méthode. (+1)(z+2)

Dans le chapitre 22, nous
définirons proprement la no-
tion de fraction rationnelle.
Nous ferons alors cela en-
core différemment (et plus
rigoureusement pour le cas
K = C) : aprés avoir multi-
plié par (x — )™, nous di-
rons que cela définit (plus
ou moins) une fraction ra-
tionnelle dont 7 n'est plus
un pole et nous évaluerons

simplement en .

On multiplie les deux expres-
sions de F(x) par z — xi
pour obtenir

(x — zk)F(z) = ar+
(z — xx) Z = ilzz

1<i<n
itk

Le terme de droite tend bien
vers ayp + 0 lorsque x tend
vers x puisque les racines

sont distinctes.
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e Décomposons en éléments simples la fonction rationnelle

20— 1

Er = T e =D —3)

c) Le cas des pdles multiples

Si la fraction rationnelle présente des pdles multiples, alors la méthode ci-dessus permet
uniquement de donner le coefficient de la plus grande puissance.

x+1
(a—1P@—2)

Exemple : Donner la décomposition en éléments simples de F' : © —

Cette méthode ne marche
pas pour trouver a ou b. Par
exemple, si on multiplie par
x — 1 et que I'on fait tendre
x vers 1, on obtient que le
terme de gauche tend vers

oo et non vers a !
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Pour les autres coefficients associé a un po6le multiple, on utilise souvent d'autres méthodes
(comme celles du paragraphe I11.1). Mais on peut continuer d'appliquer la méthode de ce
paragraphe (mais c’est un peu fastidieux) en passant le terme a la plus grande puissance
(celui dont on vient de déterminer le coefficient) de I'autre coté, en mettant au méme
dénominateur et en recommencant avec la deuxiéme puissance la plus grande. Et ainsi de
suite.

Exemple : Poursuivons I'exemple ci-dessus. On en était a : %est tout de méme assez
fastidieux et pas forcément

x+1 a b 2 3 e P r,
Vo € R\{l; 2}, = + — + plus simple que de résoudre

(z—1)3x—-2) x2—-1 (x—-12 (x—1)3 =z-2

un systéeme ou d'utiliser
et on doit encore trouver a et b. d’autres arguments comme
des arguments de limites (cf.
paragraphe 111.3.c)

3) Autres méthodes
a) Utilisation des limites en +oo

Supposons que @ = 0 (sinon la limite serait infinie). Si on fait tendre = vers +oo, on
obtient alors 0 = 0... ce n'est pas trés intéressant. Mais si on multiplie par x (ou par une
autre puissance de z si on obtient encore 0 = 0) et que I'on fait tendre = vers +o0, alors
cela fournit une équation sur les coefficients.

Bien siir, il faut faire tendre
x réel vers 0o (méme si on

travaille avec K = C).

Exemple : Reprenons I'exemple du paragraphe précédent aprés avoir trouvé les coefficients
des termes de plus grande puissance : pour tout x € R\{1;2},

r+1 a b 2 3
F(x):(x—1)3(a:—2) :a:—1+(3:—1)2_($—1)3+x—2'
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On retrouve bien le méme
résultat que dans le para-
graphe précédent. Normal :

il y a unicité des coefficients

dans la décomposition en

Lorsque F' est paire ou impaire, il suffit d'écrire ce que cela signifie et d’utiliser I'unicité de
la décomposition.

Exemple : Déterminons la décomposition en éléments simples de

P 222 + 3 222 + 3
X = .
(@2 =1)2(224+1) (z—1)*(xz+1)2(22+1)
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%Itiplier par z et faire

tendre x vers oo donne
0 = a—a : ce n'est pas

intéressant.

c) Faire un détour par les complexes

Si K =R, on peut faire la décomposition sur C en utilisant la méthode du paragraphe I11.2.
puis regrouper les termes conjugués pour se ramener a la décomposition sur R mais cette
méthode est trés technique donc fortement déconseillée.
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