Chapitre 37

Déterminant

L'objectif de ce chapitre est d'introduire un outil appelé déterminant qui est utile dans de
nombreuses branches des mathématiques : en algebre (résolution de systémes d'équations,
critéres d'inversibilité de matrices, obtention de polynémes annulateurs), en géométrique
(généralisation des notions d'aires et de volumes) et en analyse (étude d’équations différen-
tielles du second ordre, formule de changement de variable dans une intégrale multiple).

Dans tout ce chapitre, n désigne un entier supérieur ou égal a 2. Comme d'habitude, K
désigne R ou C conformément au programme.

| Introduction

Si I'intérét de ce chapitre ne sera plus a prouver quand on l'aura terminé et mis en
application, il n’en demeure pas moins qu'il pourra sembler trés abstrait au premier abord.
Commencons donc par une petite motivation géométrique de la notion de déterminant.

Examinons d'abord le cas de la dimension 2. Plus précisément, supposons que K = R et
E = R2. Qu'est ce que I'aire d’un parallélogramme?

On munit le plan du repére orthonormé direct (0,€—1>, 6_2>) ou (e—1>, 6_2>) est la base canonique
de R? (le terme orthonormé sera expliqué dans le chapitre 38 et le terme direct sera
expliqué plus bas). Remarquons qu'un parallélogramme ABC D est entiérement déterminé
par la donnée du point A et des vecteurs U = E et U = /ﬁ En ce qui concerne son
aire, il suffit de connaitre @ et /. Un dessin vaut mieux qu’'un long discours :
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a b , .
En notant <c> et <d> les coordonnées respectives des vecteurs W et U, on trouve que

I"aire géométrique du parallélogramme est

bd bd
(a+b)(c+d)— (bc+2+a26+bc+2+a20> = ad — be.

On retrouve le déterminant d’une matrice 2 x 2 vu dans le chapitre 23.

Toutefois, remarquons que cette quantité a été obtenue dans une configuration géométrique
particuliére : le parallélogramme était placé dans le quadrant haut droit et I'angle orienté
(7,7) était positif. On peut montrer que, en général, I'aire géométrique du parallélo-
gramme est |ad — be|. Pourtant, nous allons plutdt conserver la formule ad — be que 'on
peut interpréter comme |'aire « signée » du parallélogramme que |'on note det,@(7,7)
et que I'on appelle déterminant de (7, 7) dans la base #. Regardons-ca de plus pres.

On a déja évoqué cette no-
tion pour une matrice de
taille 2 X 2 dans le chapitre
23.

%is la plupart des résultats

sont encore vrais dans un

corps quelconque.

On a déja vu dans le chapitre
24, comment calculer I'aire
d’une partie de R? délimi-
tée par la courbe d'une fonc-
tion, |'axe des abscisses et
les droites d'équation x = a
et x = b avec a < b... mais
cela utilise des arguments

d'analyse.

On retranche a l'aire du
grand rectangle (de longueur
a+b et de largeur ¢+ d) la
somme des aires des deux pe-
tits rectangles et des quatre

triangles.
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Supposons que U et U ne sont pas colinéaires et notons 6 la mesure de I'angle orienté
(W, ) qui appartient & ]—m; 7[\{0}. En notant z = a+ic et 2/ = b+id, on a Z—/ |’ 7| el
donc , : :

2z = zzﬂe = |z| x |2'|e!
Remarquons que Im(2'Z) = ad — be. On en déduit que ad — be = |z| x |2/] x sin(0). Par
conséquent le déterminant detgg(ﬁ, 7) est positif lorsque 0 € |0; 7| et négatif lorsque

6 €]—m;0[
Toutefois, cette convention est arbitraire, on a décidé au départ que la base & était

« directe », parcourue dans le sens trigonométrique. Mais on aurait pu choisir le contraire,
ce qui a pour effet de changer le signe de tous les déterminants dans la base 4.

Intéressons-nous maintenant aux premiéres propriétés du déterminant qui découlent de

considérations géométriques :

e Le déterminant det (W, ) est nul si @ et U sont colinéaires (puisque c'est un
parallélogramme « plat »). Il est nul en particulier si I'un des vecteurs est nul ou si deux
vecteurs sont égaux.

e |l est intuitif que multiplier I'un des vecteurs par un scalaire A non nul multiplie I'aire
du parallélogramme.

Plus généralement le déterminant est linéaire en chacun de ses vecteurs : si @ est un
vecteur de R? :

* dety(AU + 0, V) = Adetg (U, V) + det (W, V)
* det (W, AT + W) = Adetg(U, V) + detx(7, W)

Cela ne saute pas au yeux que l'aire du parallélogramme de droite est la somme des
aires des deux parallélogrammes de gauche. Mais si on déplace le parallélogramme rouge
pour le coller é la droite du bleu et que I'on superpose le parallélogramme violet (formé
par la somme), c'est plus convainquant (surtout si on enléve les couleurs)

/ﬂgj

Derniére chose : on aurait aussi pu choisir une autre base pour faire des calculs. En effet
il est arbitraire de décider que la base de référence est la base %. On aurait pu prendre
une autre base %’ de R? et décréter que le parallélogramme qu'elle forme est d'aire 1 : on
modifie ainsi I'unité d’aire.

Ci-dessous, une aire posi-

tive :

v

Et, ci-dessous, une aire né-

gative :
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Lorsque E = IR3, on procéde de méme : on choisit une base # = (6_1>,€—2>,6_3>) dont les
trois vecteurs forment un volume de référence, une unité de volume. On définit ensuite le
déterminant det%(ﬁ, 7, ﬁ) de toute famille de trois vecteurs 7, 7, W dans cette base.

o

Volume de référence
det%’(6_1>,€_2>,€_3>) =1 det%(ﬁ’ﬁ’ﬁ)

Le déterminant est le volume signé (positif si orienté dans le sens direct et négatif sinon)
du parallélépipéde formé par les vecteurs de la famille en question par rapport a la base de
référence. Ce déterminant a encore les mémes propriétés intuitives : il est nul lorsque I'un
des vecteurs et engendré par les autres (c'est alors un parallélépipéde plat donc de volume
nul) et linéaire par rapport a ses trois coordonnées.

Il Formes n-linéaires alternées
Dans ce paragraphe, E désigne un K-espace vectoriel quelconque (par forcément de
dimension finie).

Nous allons nous intéresser aux applications définies sur E™ et qui vérifient les mémes
propriétés attendues de I'aire et le volume (mais en dimension supérieure) recensées dans
le paragraphe introductif.

1) Applications multilinéaires

Soient F1,..., E, et I’ des espaces vectoriels.

Définition. On dit qu’une application f : 1 X --- x E, — F est multilinéaire sur
E\ x --- x E, si, pour tout i € [1;n] et pour tout (z1,.. xy) dans
Ey X x B 1 X Ei1q x---x E, fixé, 'application

s Lg—1y Li41y -+

fi:
x — f(®1,. ., Tic1, T, Tig1, .. - Tn)

est linéaire sur E;.

e Sin =2, on dit que f est une application bilinéaire. Si n = 3, on dit que f est une
application trilinéaire.

e Si F =K, on dit que f est une forme multilinéaire.

e SikW=---=FE,=F, ondit que f est n-linéaire sur E.

Remarque : L'application f : Fy x Fo — F est bilinéaire si :

e Pour tout x9 € Es, © — f(x,x2) est linéaire sur Fy, c'est-a-dire
V("L‘vyaA) GE% XK? f()\$+y,$2) :/\f($7$2)+f(y,$2)

e Pour tout x1 € Ey, x — f(x1,x) est linéaire sur Fs, c'est-a-dire

V(az,y,)\)engK, f(wh)\fﬂ—f‘y):)\f($1,$)+f($1,y)-

Exemples :

Ci-dessous, un volume posi-
tif :

Et, ci-dessous, un volume né-
gatif :

Autrement dit, elle est mul-
tilinéaire si est linéaire par
rapport a chacune de ses
variables, les autres étant

fixées quelconques.

En général, une application
multilinéaire n’est pas li-
néaire. On verra plus bas
que, pour tous A € K et
zeFE x--- X E,,

fz) = A" f(x)

et non pas A\f(z).

On reparlera plus précisé-
ment des applications bili-
néaires dans le chapitre 38.
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n

e [’application (z1,...,x,) € K" — H x), est une forme n-linéaire sur K.
k=1
1
e L’application (f1,..., fn) —> / fi(t) x -+ x fp(t)dt est une forme n-linéaire sur
0
%([0;1],R).
e Pour tout (p,q) € N*, I'application (A, B) — AB est une application bilinéaire sur
M p(K) x Mp4(K) dans My, 4(K).
e Pour tous espaces vectoriels F' et G, I'application (f,g) — f o g est une application
bilinéaire sur Z(F,G) x Z(E,F) dans Z(E,G).
Proposition. Soit f une application multilinéaire sur E1 X --- X E,,. Soit (z1,...,xy)
dans Ey X --- X E,. Si il existe i € [1;n] tel que z; =0, alors f(x1,...,2,) =0.

DEMONSTRATION. Découle du fait qu'une application linéaire est nulle en 0 et qu'une

application multilinéaire est linéaire en chacune de ses variables. ]

Proposition. Soit p € N*. Soit f une application multilinéaire sur E1 X --- X E,.
Pour tout i € [1;n], considérons une famille (A1 ;,...,)\,;) de scalaires et une famille
(1,4, ..., %p;) de vecteurs de E;. Alors

p p p
f( E Ai 1215, § Ai2Ti2,. .., § Ai,nﬂfi,n)
=1 il =1

p p p
= E E E Aig 12,2 - - - Nipon f (i1, 15 Tig,2, -+ -5 Tip )
11=112=1

in=1
- J

DEMONSTRATION. La premiére somme « sort » par linéarité, ainsi que les scalaires. Puis
la deuxieme somme « sort » par linéarité ainsi que les scalaires, etc. O

Remarque : Si f est bilinéaire sur £y x F5 alors, pour tous (1, ...,x,) € EY, (y1,...,yp) €
Eg et ()\1,...,)\p,u1,...,up) Esz,

p P

p p p p
FUD S Mewms > pwun | =D Mk e D gty | =D et f (e, ),
k=1 k=1 k=1 j=1

ol on a d'abord utilisé la linéarité par rapport a la premiére variable puis la linéarité par
rapport a la deuxieme.

& Il fallait bien changer d'indice pour I'une des deux sommes. En effet, si on écrit :

p P
DO S (xn, i)

k=1k=1

alors il y a confusion sur les indices et cela laisse croire qu'on ne trouve que les termes
A1ft1,5 -+ - s Anftp alors qu’en fait on trouve tous les A;pu; ! Cela ne posait pas de probléme
au début car les deux sommes étaient disjointes, mais si on a une somme double, il faut
impérativement deux indices différents.

Corollaire. Soit f une application multilinéaire sur Ey x - -- x E,,. Soient (z1,...,xy)
dans 1 x --- x E,, et A\ € K. Alors :

FQxy, ..o x,) = A f(21, ..., @p)

DEMONSTRATION. Découle de la linéarité par rapport a chaque variable. O

Attention, cela fait plusieurs
sommes ! Ne pas oublier de
changer les indices, méme si
les indices sont les mémes
dans les sommes originelles.
De plus, les sommes ne sont
pas obligées d'avoir chacune
le méme nombre de termes,
mais nous n'appliquerons ce
résultat qu'a des sommes de

ce type dans ce chapitre.

Attention, f n'est pas li-
néaire, donc ce n'est pas A
qui sort mais A", un X\ par

coordonnée !
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2) Formes n-linéaires alternées

Définition. Soit f une forme n-linéaire sur E£. On dit que f est une forme alternée si,
pour tout (z1,...,7,) € E", f(x1,...,2,) = 0 dés qu'il existe (i,7) € [1;n]? tel que
i # j et x; = x;. En d’autres termes, une forme n-linéaire est alternée si elle est nulle en
tout n-uplet contenant deux éléments égaux.

Exemple : L’aire (respectivement le volume) d'un parallélogramme (respectivement d'un
pavé) formé par deux (respectivement trois) vecteurs est une forme bilinéaire (respective-
ment trilinéaire) alternée car vaut 0 si deux vecteurs sont égaux (cf. paragraphe |).

Proposition. Soit f une forme n-linéaire alternée sur E. Soit (x1,...,x,) € E".

e Soit (i,7) € [1;n]? tel que i < j. Alors :

flXi,..oy zj 5., xl ooy Tp) = —f(x1,...,2p)
i J

En d’autres termes, quand on échange deux vecteurs, on multiplie par —1. On dit que
f est antisymétrique.

o Plus généralement, pour tout o € Sy,

f(xcf(l)a 000 axo(n)) = 6(0')f(l'1, 200 7‘TTL)

En d’autres termes, quand on permute les vecteurs, on multiplie par la signature de la
permutation correspondante.

. J

DEMONSTRATION.

On ne parle de forme alter-
née que pour une forme qui

est déja n-linéaire.

Le premier point s’'obtient a
partir du second en prenant

o la transposition (z j).

Lycée Condorcet - MPSI2 5/32

Matthias Gorny



Remarque : La réciproque est vraie : si f est antisymétrique (ou plus généralement vérifie
la deuxiéme propriété de la proposition ci-dessus), alors f est alternée.

Exemple : Soit f une forme 4-linéaire alternée sur E. Soit (x1,x2,x3,14) € E*. A-t-on
f(ana T4,27, :E3) = f(xla €2,3, $4) ou I’OppOSé ?
e Méthode 1.

e Méthode 2.

Proposition. Soit f une forme n-linéaire alternée sur E.

e Soient (z1,...,m,) € E", i € [1;n] et (\j)jeq iy € K*7L. Alors :

f(l‘l,...,l’i—i- Z )\j$j,-..,aj‘n> :f(:nl,...,a:n)

1<j<n

J#i
En d’autres termes, on ne change pas la valeur d’une forme linéaire alternée en ajoutant
a un terme une combinaison linéaire des autres termes.

e Soit (x1,...,xy) une famille liée. Alors f(z1,...,x,) =0.

.

DEMONSTRATION.

O]

Il reste une question cruciale : existe-t-il forcément des formes n-linéaires alternées non
nulles (il est immédiat que la fonction nulle de E™ dans K est une forme n-linéaire
alternée) ? On a évoqué que I'aire d'un parallélogramme formé par deux vecteurs est une
forme bilinéaire alternée et que le volume d'un pavé formé par trois vecteurs est une forme
trilinéaire alternée. Mais déja qu'est ce que I'aire et le volume rigoureusement ? Que dire
en dimension supérieure ou égale a 37
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11l Déterminant d’'une famille de vecteurs dans une base

Dans tout le reste du chapitre E désigne un espace vectoriel de dimension finie égale a n
avec n = 2.

1) Déterminant dans une base

Définition. Soit % une base de E. Pour tout (x1,...,z,) € E", si A = (a;;)1<i<n
désigne la matrice Matg(x1,...,x,), on appelle déterminant de (x1,...,x,) dans la
base & le scalaire

n

detgg(xl, e ,a:n) = Z S(U)ag(l)’lag(z)g Qo) = Z E(O’) H ORE

UGSn O'ESn =1

§ J

Remarques :

e Quand FE est de dimension n, on ne définit le déterminant que d'une famille a n vecteurs
(le méme nombre de vecteurs que la dimension). Si on est en dimension 2, on ne peut
calculer que le déterminant de deux vecteurs, si on est en dimension 3, on ne peut
calculer que le déterminant de trois vecteurs, etc.

e En changeant la base, les coordonnées des vecteurs de la famille changent aussi et donc
le déterminant aussi a priori. On parlera donc toujours du déterminant d'une famille
dans une base.

(Théoréme. L'application dety, ainsi définie sur E™, est une forme n-linéaire alternée
sur E vérifiant detz(#) = 1.

-

DEMONSTRATION.

Notons Z = (e1,...,en).
Cela signifie que, pour tout
j € [1;n], arj,...,an,;
sont les coordonnées du vec-
teur x; dans la base %,
c'est-a-dire

n
Ty = E a4,5€4.
=1
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Exemples :
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Remarque : On voit bien qu'il n'est pas raisonnable d'utiliser cette définition pour un
déterminant de 4 vecteurs puisqu’elle ferait intervenir 24 termes, puis 120 s'il y a 5 vecteurs,
etc. Dans le paragraphe VI, on verra comment calculer des déterminants sans avoir recours
a cette formule. Mais avant ca, poursuivons |'étude théorique des déterminants.

[Théoreme. L'ensemble A, (E) des formes n-linéaires alternées sur E est un K-espace
vectoriel de dimension 1. En d’autres termes, pour toute base # de E, (dety) est une
base de A, (E), c'est-a-dire que, pour toute forme n-linéaire alternée f sur E, il existe

L)\GK tel que f = X x detg. Ona )= f(A).

DEMONSTRATION.
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O]

[Corollaire. dety est I'unique forme n-linéaire alternée qui vaut 1 en 2. ]

DEMONSTRATION. On sait déja que det»(%) = 1. Si f est n-linéaire alternée et vaut 1
en A, alors il existe A € K tel que f = Adety donc 1 = A x 1 (en évaluant en %) donc

A =1 et donc f = dety.

2) Propriétés des déterminants

O

L'expression de dety dépend de la base & puisqu’elle fait fait intervenir les coordonnées
des vecteurs dans cette base. Si %’ est une autre base, quel lien y a-t-il entre dety4 et
detg ? Et que peut-on affirmer a propos de det (%) ?

-

V(.%'l, o

L

,Zn) € E™,

det%/(:vl, ce

Corollaire. Soient & et ' deux bases de E. Alors :

, Tp) = detg () x detg(z1, ...

2B

DEMONSTRATION.

O]

.

detg(%/)

rProposition. Soit A une base de E. Une famille ' = (x1, ...
est une base de E si et seulement si det z(#') # 0. Dans ce cas,

_ 1
~ dety /(%) '

, ) de vecteurs de E

DEMONSTRATION.

Cette formule est a rappro-
cher de la formule de chan-
gement de base

Xa =Pz Xz

vue dans le chapitre 32.

En d’autres termes, une
famille a n éléments est
une base si et seulement si
son déterminant (dans n'im-
porte quelle base) est non
nul. Une fois que I'on aura
vu comment calculer « faci-
lement » des déterminants,
cela deviendra une nouvelle
facon de montrer qu'une fa-

mille est une base.
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... Et c'est tout pour le moment pour les propriétés. Mais on en sait déja beaucoup puisque

detg est une forme n-linéaire alternée sur E™ donc, pour tout (z1,...,2,) € E™ :
e Pour sortir une constante A de detg(z1,...,x,), il suffit qu'elle soit en facteur d’un

des vecteurs de la famille coordonnée. Si elle est en facteur de plusieurs coordonnées,
on peut la sortir plusieurs fois. En particulier,

detg(Ax1, ..., A\x,) = AN'detg(xq,...,2,).

e On peut de la méme facon sortir les sommes pour chaque coordonnée.

e Quand on échange deux vecteurs, on multiplie par —1. Plus généralement, quand on

permute les n vecteurs, on multiplie par la signature de la permutation correspondante.

e On peut rajouter une combinaison des autres vecteurs a I'un des vecteurs sans changer
la valeur de detg(x1,...,zy).

Remarque : Revenons brievement sur ce qu'on appelé |'orientation d'une base dans le
paragraphe introductif. On peut définir sur I'ensemble des bases de E une relation ~
par : pour toutes bases Z et %' de E, B ~ ' si et seulement si detz(%A’) > 0. Nous
montrerons en exercices qu'il s'agit d'une relation d'équivalence qui posséde deux classes
d’équivalences. On choisit alors arbitrairement |'une de ces deux classes et on dit que toutes
les bases de cette classe sont directes et toutes le autres sont indirectes. En particulier,
puisque le déterminant est alterné, lorsqu'on permute des éléments d'une base, elle garde
la méme orientation lorsque la permutation associé est de signature 1 et elle change
d’'orientation lorsque sa signature est —1 (en particulier, échanger deux vecteurs, change
I'orientation de la base).

IV  Déterminant d’un endomorphisme

On note toujours A, (E) I'ensemble des forme n-linéaires alternées sur E.

1) Définition

[Lemme. Soit f une forme n-linéaire alternée sur E. Soit u € £ (F). L'application

— K

. En
fu.{ R

| est une forme n-linéaire alternée sur E.

J

DEMONSTRATION. L'application f, est bien siir a valeurs dans K. Elle est n-linéaire car
f l'est et u est linéaire. Enfin, comme f est alternée, f, aussi. O

rProposition/Définition. Soit w € Z(F). Il existe un unique scalaire o € K tel que
Ve A (E), Y(xi,...,2n) € E",  f(u(z1),...,u(zn)) =a X f(z1,...,2,).

Ce scalaire est appelé déterminant de I'endomorphisme u et noté det(u).

.

DEMONSTRATION.

Si on sort plusieurs sommes,
attention a prendre des in-
dices distincts!

En d’autres termes, det(u)
est la « constante de propor-
tionnalité » qu’'on applique a
f(x1,...,2,) lorsqu’on ap-
plique f a u(z1),...,u(xn).
Notons que la définition de
det(u) ne dépend pas de la
base choisie, contrairement
au déterminant d'une famille

de vecteurs.
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Corollaire. Soient u € Z(E), B = (e1,...,eyn) une base de E et (z1,...,x,) € E")
Alors :

detg(u(x1),...,u(x,)) = det(u) x det g (1, ..., x,).

En particulier :
det(u) = detg(u(er), ..., ulen)).

En d’autres termes, le déterminant d’un endomorphisme u est le déterminant de I'image
d’une base par u dans la base en question.

J

DEMONSTRATION. La premiére égalité vient de la proposition précédente avec
f = dety qui est bien une forme n-linéaire alternée, et la deuxieme vient du fait que
detg(e1,...,en) = 1. O

Exemple : Soit u : (x,y) € R? — (z + 3y,y — x). Alors u € L(R?). Si (e, e2) désigne
la base canonique de R?, on a :

2) Propriétés

[Proposition. Soient u € ZL(E) et A € K. Alors det(Au) = A" det(u). ]
DEMONSTRATION. Soit & = (ey,...,e,) une base de E. D’aprés la proposition précé-
dente,

det(A\u) = detg(Au(er), ..., u(ey))
Par n-linéarité de dety, on obtient
det(Au) = A" detg(u(er), ..., uley)) = A" det(u). O

Remarques :

° & Le déterminant d'un endomorphisme n'est pas linéaire : on n'a pas
det(Au) = Adet(u)!

e Pour autant, il est impropre de dire que le déterminant d'un endomorphisme est n-linéaire
puisque le déterminant d'un endomorphisme n'est pas défini sur un
n-uplet. Néanmoins, on peut garder a I'esprit qu'il vérifie les mémes conditions qu'une
application n-linéaire.

[Proposition (déterminant de I'identité). On a det(Idg) = 1. ]
DEMONSTRATION. Si & = (eq,...,ey,) est une base de F, alors
det(IdE) = det@(IdE(el), - ,IdE(en)) = det,fg(eh ey en) =1. O

En particulier, la quantité
detz(u(#)) est indépen-
dante de la base choisie : on
aurait pu définir le détermi-
nant de u de cette maniére
(et c'est d'ailleurs comme ¢a
qu’'on le définit dans certains

ouvrages).

% paragraphe IIl.1 pour

cette formule.

Le déterminant d'une famille
de vecteurs (et, dans le pa-
ragraphe suivant, d'une ma-
trice) est m-linéaire, mais
c'est un (léger) abus de lan-
gage de dire que le déter-
minant d'un endomorphisme

est n-linéaire.
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Proposition (déterminant d’'une composée). Soit (u,v) € Z(E)?. Alors :
En d'autres termes, le déter-
det(u o U) = det(u) X det(y), minant d’'une composée est
le produit des déterminants.
| En particulier, pour tout n € N, det (u") = det(u)™.

DEMONSTRATION.

'Proposition (caractérisation des automorphismes). Un endomorphisme u de E est
bijectif si et seulement si det(u) # 0. Dans ce cas, on a

1
~ det(u)’

det (u_ 1)

L

DEMONSTRATION.

O]

Corollaire. Le déterminant induit un morphisme de groupes de GL(E) dans K*, c'est-a-
dire que la restriction de det a GL(E) est un morphisme de groupes de GL(E) dans K*.

DEMONSTRATION. Le fait que le déterminant aille de GL(E) dans K* découle de la
proposition ci-dessus et le fait que ce soit un morphisme découle de la proposition qui la
précede. ]

Ce morphisme de groupe
est surjectif et non injectif.
Nous en reparlerons dans le

paragraphe 1V.2.
3) Interprétation géométrique

Soient % une base et (z1,...,2,) € E™ On a vu que detg(x1,...,x,) s'interpréte
comme le volume du pavé formé par x1,...,x,. Ainsi, lorsque u € Z(E), la formule

detg(u(zy), u(z2), ..., u(zy)) = det(u) x detg(xy,...,zy)

signifie que le volume du pavé formé par u(xy),...,u(x,) est égal au volume du pavé
formé par x1,...,x,, multiplié par det(u). En d'autres termes, quand on applique un
endomorphisme u, on multiplie les volumes par det(u).

Exemple : On a calculé dans le paragraphe IV.1 que u : (z,y) € R? — (z + 3y,y — )
est un endomorphisme de R? de déterminant 4. Dés lors, pour toute famille (z1,x2) de
deux vecteurs de R?, I'aire du parallélogramme formé par u(x1) et u(xa) vaut quatre
fois celui formé par les vecteurs x1 et xo. Ci-dessous une illustration avec x1 = (3, %) et

To — (—1,2) N
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V Déterminant d’'une matrice carrée

1) Définitions

Définition. Soit A = (a;;)i<ij<n € Mn(K). On appelle déterminant de A et on note
det(A) le scalaire :
det(A) = Z 6(O-)acr(l),lacr(Q),Q * " Qg(n)n
oESy

On le note

a1 a2 a1n a1l a2 ... Gip

a1 022 a2.n az1 022 a2.n

ou ,

an,1 Aan,2 Qn.n ] an,1  Qan,2 Qn.n

si aucune ambiguité sur la taille de la matrice n’est possible.

Remarque : Nous verrons au paragraphe VI des moyens pratiques pour calculer le déter-
minant d’'une matrice sans passer par le groupe symétrique. Cependant, cette définition
doit étre connue sur le bout des doigts car elle permet de montrer certains résultats plus
abstraits.

Proposition (définitions équivalentes). Soit A € M,,(K). Le déterminant de A est
aussi :

e le déterminant de ses vecteurs colonnes (dans la base canonique).

e e déterminant de tout endomorphisme représenté par A.

DEMONSTRATION.

e Par définition, det(A) est le déterminant des vecteurs dont les coordonnées dans la base
canonique sont les a; ;. En d’autres termes, det(A) = detz(C1,...,Cp) ou C1,...,Cp
sont les vecteurs colonnes de A et % la base canonique de K".

e Soit u un endomorphisme représenté par A dans une base # = (e1,...,e,). Les
vecteurs colonnes de A sont les coordonnées dans la base # de u(ey), ..., u(e,). Dés
lors :

det(A) = detg(u(er),...,u(e,)) = det(u). N

Remarques :

e La définition de det(A) est une combinaison linéaire a coefficients dans {—1;1} de
produits des coefficients de A. Par conséquent :

Cela n’a aucun sens de par-
ler de déterminant pour une

matrice qui n'est pas carrée.

Cette formule a un sens
lorsque n = 1 : le déter-
minant d'une matrice 1 x 1
est juste égal a I'unique co-
efficient de la matrice. C'est
peu intéressant mais cela
peut étre utile dans des rela-
tions de récurrence (cf. pa-

ragraphe 1V.4.c).

Ces trois définitions sont
équivalentes : on aurait pu
définir le déterminant avec
n'importe laquelle d'entre
elles! Dans certains ou-
vrages, on trouve d'ailleurs
I'une des deux autres défini-

tions.
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* Le déterminant d'une matrice a coefficients entiers est un entier.
* Le déterminant d'une matrice est polynomial en ses coefficients.

* Si (p1,1,-..,%nn) sont n? fonctions continues sur R, alors la fonction
e11(@) i2(z) ... p1a(2)
p21(7) w22(x) ... @au(T)
T _ . _ _
Qpn,l(m) ¥n,2 (l’) v Spn,n(x)

est une fonction continue (car somme, produit et différence de fonctions continues).
e Les opérations intervenant dans le calcul du déterminant sont uniquement la somme,
le produit et la soustraction. Ces opérations peuvent se réaliser dans n'importe quel
anneau. Ainsi, méme si nous nous sommes placés dans un corps K dans ce chapitre, on
peut sans probleme généraliser la définition du déterminant d'une matrice & une matrice
a coefficients dans un anneau A commutatif. Le déterminant reste n-linéaire et alterné
et affecte la valeur 1 a det(I,,). On pourra aussi faire des développement par rapport a
une ligne ou a une colonne (cf. paragraphe 1V.4) et le déterminant reste multiplicatif
si A est intégre (mais la preuve est plus difficile). En revanche, on perd toute notion
d'endomorphisme, la méthode du pivot de Gauss n'est plus valable (puisqu’on ne peut
pas diviser dans un anneau) et une matrice de déterminant non nul n'est pas forcément
inversible.

Par exemple 21,, est de déterminant 4 # 0 mais n'est pas inversible dans M, (Z).
Un exemple important consiste a considérer des matrices a coefficients dans K[X].
Nous le ferrons dans le paragraphe VI.4.c avec le déterminant de Vandermonde et |'an
prochain avec les polynémes caractéristique.

2) Propriétés
a) Propriétés héritées de celles du déterminant d’un endomorphisme

Le fait que le déterminant d'une matrice soit le déterminant de tout endomorphisme
représenté par cette matrice donne de facon immédiate les résultats suivants, a I'aide du
paragraphe IV.2 :

[Proposition. Soient A € M,,(K) et A € K. Alors det(AA) = A" det(A). ]

[Proposition. On a det([,) = 1. ]

(Proposition (déterminant d’un produit). Soit (A, B) € M,,(K)2. Alors :
det(A x B) = det(A) x det(B).

En particulier, pour tout n € N, det (A") = det(A)".

[Proposition (Caractérisation des matrices inversibles). Une matrice A € /\/ln(]K)‘
est inversible si et seulement si det(A) # 0, et alors :

_ 1
~ det(A)

det (A_ 1)

.

[Corollaire. Le déterminant induit un morphisme de groupes de GL,,(K) dans K*, Clest-)
a-dire que la restriction de det a GL,,(K) est un morphisme de groupes de GL(K) dans
K*.

\

On en déduit le résultat suivant :

Il sera montré I'an pro-
chain que le polynéme
det(XTI, — A) est un po-
lyndme annulateur de A
(c’est le théoréme de Caylay-

Hamilton).

On peut alors ajouter
det(A) # 0 et det(u) # 0 a
la longue liste des critéres
d'inversibilité d'une matrice,

vue dans le chapitre 32.

La aussi, le déterminant est
alors surjectif et non injectif :
cf. VI.2.

Lycée Condorcet - MPSI2 15/32

Matthias Gorny



Corollaire (invariance du déterminant par similitude). Deux matrices semblables
|ont méme déterminant.
DEMONSTRATION.

O
Remarques :

. & La réciproque est fausse !

Encore une fois : il'y a pas
Par exemple, toute matrice non inversible a un déterminant nul, alors que la matrice  de caractérisation simple de
nulle n'est semblable qu'a elle-méme (donc une matrice non inversible non nulle et  la similitude!!

la matrice nulle ont méme déterminant mais ne sont pas semblables).

Ce résultat est surtout utile par contraposée : si deux matrices n'ont pas le méme
déterminant, on peut affirmer directement qu’elles ne sont pas semblables.

° & Deux matrices carrées équivalentes n'ont pas forcément le méme déterminant!

Par exemple I, et 21,, sont équivalentes (car elles ont le méme rang) mais det(I,,) = 1
et det(2[,) = 2" # 1.

e On peut donc ajouter ces informations a la longue liste du chapitre 32 :

b) Déterminant d’une transposée

[Proposition. Soit A € My(K). Alors det(A") = det(A). ]

DEMONSTRATION.
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c) Propriétés héritées du caractére n-linéaire alterné du déterminant

Proposition. Soit A € M,,(K). Alors det(A) est :
e une forme n-linéaire alternée par rapport aux colonnes de A.

e une forme n-linéaire alternée par rapport aux lignes de A.

DEMONSTRATION. Le premier point découle du fait que det(A) est le déterminant des
vecteurs colonnes de A. Le second du fait que det(A) = det (A") et que les lignes de A
sont les colonnes de AT, O

On en déduit le résultat suivant (cf. paragraphe I11.2) :

N

Corollaire (régles de calcul du déterminant). Soit A € M, (K). Notons Cy, . ..,Cy,
ses colonnes et notons L, ..., L, ses lignes.

e Pour sortir une constante de det(A), il suffit qu’elle soit en facteur d’une ligne ou

d’une colonne de A. Si elle est en facteur de plusieurs lignes ou de plusieurs colonnes
de A, on la sort plusieurs fois.

En particulier : det(AA) = A" det(A).
o Echanger deux lignes ou deux colonnes multiplie le déterminant par —1.

e Multiplier une ligne ou une colonne par un scalaire A\ multiplie le déterminant par ce
scalaire.

o Effectuer une opération du type L; < L; + aLj ou C; < C; + aCj (avec i # j et
a € K) ne modifie pas le déterminant.

Plus généralement, ajouter a une ligne une combinaison linéaire des autres lignes, ou
ajouter a une colonne une combinaison linéaire des autres colonnes, ne change pas la
valeur du déterminant.

e Si les vecteurs colonnes ou les vecteurs lignes forment une famille liée, alors le
déterminant est nul.

. J

Le déterminant n'est pas linéaire! Non seulement, on a déja vu que, si A € M, (K)
et A € K, alors det(AA) = A" det(A) (et non pas AA) mais, si B € M,(K), ON NE
PEUT RIEN AFFIRMER a propos de det(A + B) : déterminant et somme font trés
mauvais ménage !

VI Calculs de déterminants

Si on veut calculer le déterminant d’une famille de n vecteurs d'un espace de dimension
n dans une base donnée, on écrit la matrice de cette famille dans la base en question

(en effet, le déterminant d’une matrice est égal au déterminant de ses vecteurs colonnes).

Si on veut calculer le déterminant d'un endomorphisme en dimension finie, on calcule le
déterminant d'une matrice qui le représente dans une base au choix, si possible bien choisie
pour que la matrice soit la plus simple possible (typiquement triangulaire ou avec beaucoup
de 0). Intéressons-nous donc a des méthodes pour calculer le déterminant d'une matrice.

1) Matrices carrées d’ordre 2 ou 3

Dans le paragraphe Ill.1, nous avons vu les exemples des déterminants d'une famille de
deux vecteurs de K? et d'une famille de trois vecteurs de K3. Avec I'écriture matricielle,
on obtient :

%us généralement (mais

cela arrive rarement en pra-
tique) permuter des lignes
ou des colonnes multiplie le
déterminant par la signature
de la permutation correspon-

dante.

La réciproque est vraie, cf.
paragraphe V.2.a.

On montrera méme en exer-
cice que, si une matrice A vé-
rifie,pour tout B € M, (K),

det(A+B)=det(A)+det(B)

alors A est la matrice nulle!
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[Proposition. Soit (@i j)i<ij<2 € Ma(K). Alors

a1l 012

=0a1,1022 — (2,101 2-
a1 @22

[Proposition (régle de Sarrus). Soit (@i j)i<ij<3 € M3(K). Alors

a1 ar2 a3
a1 Q22 G23| = 011022033+ a12023031 + a1,302,1032

as1  as2 433 — a3,102201,3 — (3202 301,1 — 43,302,101 2.

L J

Remarque : Il existe un moyen simple de visualiser la régle de Sarrus :

1 2 3
Exemple : Calculons |—2 0 4.
-1 1 1
1 2 3
En particulier, la matrice | —2 0 4 | est inversible, ses vecteurs colonnes sont libres, ils § tolites les équivalences
-1 11 du chapitre 32.

forment une base de K3, idem pour les vecteurs lignes, etc.

Remarque : Il ne faut pas forcément foncer téte baissée dans les calculs et appliquer la
régle de Sarrus dés qu'on a un déterminant d'une matrice carrée d'ordre 3. Parfois, on
peut simplifier la situation avec des opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes
avant de I'appliquer (ou de le calculer directement).

Exemple : Pour quelle valeur de x la matrice

T r+1 z+2
Alz)=|z+1 z+2 x2+3
xr+2 z+3 xz+4

est-elle inversible 7 Essayez d'appliquer la regle

de Sarrus directement...
vous vous retrouverez
avec une somme de six
termes polynomiaux qu'il
faudra développer avant de
factoriser pour déterminer

les racines.
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Hélas (comme on I'a déja dit) a partir d'une matrice d’ordre 4, il n'y a plus de formule simple
pour calculer directement le déterminant. Il nous faut développer d’autres techniques.

2) Matrices triangulaires et diagonales

Proposition. Le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit de ses

coefficients diagonaux. On retrouve le fait qu'une
&

matrice triangulaire ou dia-
DEMONSTRATION. gonale est inversible si et
seulement si ses coefficients
diagonaux sont tous non

nuls.

Evidemment, ce résultat est
faux pour une matrice quel-
conque (ni triangulaire, ni

diagonale).

Exemples :
o Si)ck,

det(M,) = |~ 0 Y=
0 ... A
=1 et puisque le déterminant est n-linéaire

)
I,) = A" det(I,,) = A".

0
méme si on le savait déja puisque det (I,
en les colonnes de la matrice donc det(\
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e Calculons le déterminant de I'endomorphisme u : P — P — P’ de K,,[X]|. Sa matrice

canoniquement associée est

0 1 -9 0 x
A=
-n anl
O 0 0 1 X"

On en donc det(u) = det(A) = 1.

Remarques :

e En particulier, pour tout A € K*,

A0 . 0
1 0:)\
00 ... 1

ce qui prouve que |'application det : GL,(K) — K* est un morphisme de groupes
surjectif. En prenant un endomorphisme représenté par cette matrice, il en découle que
le morphisme det : GL(E) — K* est aussi surjectif.

Ce morphisme n'est pas injectif (lorsque n > 2, hypothése dans tout ce chapitre)
puisqu’alors

11 1 ... 1

1 1 ... 1
00 1 ... 1l—-1
00 ... 0 1

donc Ker(det) # {I,,}. De méme, det : GL(E) — K* n'est pas injectif.

Le noyau du déterminant (restreint a GL,,(K)) est noté SL,,(K) et est appelé groupe
spécial linéaire d'ordre n. C'est I'ensemble des matrices ayant un déterminant égal a 1
(et c'est donc un sous-groupe de GL,,(K)). Par analogie, on note SL(E) le noyau de
la restriction du déterminant a GL(E) : c’est I'ensemble des endomorphismes ayant
un déterminant égal a 1. C'est toujours un sous-groupe de GL(F). Plus précisément,
en revenant aux aires, volumes etc. du paragraphe IV.3, SL(E) est I'ensemble des
endomorphismes qui laissent le volume invariant.

3) Utilisation de la méthode du pivot de Gauss

Rappelons que :

échanger deux lignes ou deux colonnes, multiplie le déterminant par —1.

Multiplier une ligne ou une colonne par un scalaire A multiplie le déterminant par ce
scalaire.

Effectuer une opération du type L; <= L; + aLj ou C; < C; + aC; (avec i # j et
a € K) ne modifie pas le déterminant.

Ainsi, un moyen simple de calculer le déterminant d'une matrice A et de « mettre » A sous
forme triangulaire supérieure a I'aide de |'algorithme du pivot de Gauss. Toutefois, lorsque
I'on effectue une opération du L; <— AL; ou C; < AC; (avec A # 0), le déterminant est
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alors multiplié par A, c'est-a-dire que si on part de A € M,,(K) et si on note A la matrice

obtenue en effectuant I'une de ces deux opérations élémentaires, alors det(A) = Adet(A),
c'est-a-dire que le déterminant de la nouvelle matrice est égal au déterminant de I'ancienne

1 -
multiplié par A. Mais, comme c’est det(A) qui nous intéresse : on a alors det(A) = " det(A),

c'est-a-dire que le déterminant de la matrice originelle est le déterminant de la matrice
aprés modification, divisé par A. Ainsi, on réalise |'algorithme du pivot de Gauss (sur les
lignes ou les colonnes ou les deux) avec les précautions suivantes :

e Quand on échange deux lignes ou deux colonnes, on multiplie le déterminant par —1.

e Quand on multiplie une ligne ou une colonne par un scalaire A, on divise le nouveau
déterminant par \..

e Effectuer une opération du type L; < L; + aL;j ou C; < C; + aC; (avec i # j et
a € K) ne modifie pas le déterminant.

e Quand on effectue une opération du type L; <+ AL; + ol; ou
Ci < XCj+ aCj (avec i # j et A € K* et a € K), on divise le nouveau déter-
minant par ce scalaire.

Exemples : I 50 -1
e Calculons le déterminant de A = g 3 i 8 a l'aide de la méthode du pivot de
Gauss. 5 0 1 1

C’est un mix des deux der-
niéres opérations, on ef-
fectue d’'abord |'opération
L; < Li + $Lj ou C;
C; + $Cj (ce qui n'a au-
cun effet) puis L; < AL; ou

C; < AC; respectivement.
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5 6 3
—4 -5 -3
4 6 4

e Notons A = . Soit x € C. Posons P(z) = det(zI,, — A). On a :

4) Développement par rapport a une ligne ou une colonne

a) Résultat théorique

rLemme. Soit n > 3. Soit B € M,,_1(K) et soit :

1 * % %
0
A=
B
0

Alors det(A) = det(B).

J

DEMONSTRATION. En appliquant la méthode du pivot de Gauss du paragraphe précé-
dent en partant de B, on arrive 3 une matrice triangulaire supérieure a I'aide d'une
succession d’opérations élémentaires sur les lignes (par exemple), c'est-a-dire qu'il existe

On peut vérifier que
(A —T13)%(A — 2I3) = 03.

Ceci sera montré plus gé-
néralement I'an prochain :
c'est le théoreme de Caylay-
Hamilton.

En d'autres termes, A est
une matrice carrée de taille
n avec un 1 en haut a
gauche, le reste de la pre-
miére colonne étant nul, la
matrice extraite de taille
n — 1 en bas a droite étant
égale a B, et les étoiles re-
présentant des coefficients

quelconques, nuls ou non.

(A, A1) €K let o € K tels que :
)\1 ° e ®
0 Ao ... °
det(B) =a x| . _ ,
0 O An—1
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Les points représentent des coefficients quelconques (nuls ou non) et le scalaire « vient
des opérations faites sur les déterminants (voir paragraphe ci-dessus). En particulier,
det(B) = a x A; X --- X A\p—1. Si on applique les mémes opérations sur A sans toucher
a la premiere ligne ni a la premiére colonne, on transforme B en la matrice triangulaire
ci-dessus, et les constantes « qui sortent de la matrice a chaque opération élémentaire »
sont les mémes, si bien qu’on arrive a |'égalité suivante :

1 % %
0 )\1 L] [
det(A)=ax|0 0 Ao ... & I — X\ % x A1 = det(B).
00 0 An_1 O

[Définition. Soit n > 3. Soit A € M, (K).
e Soit (i,7) € [1;n]?. On appelle mineur de position (i,j) et on note A;;(A) le
déterminant de la matrice extraite de A en supprimant la ligne i et la colonne j.

e Soit (i,j) € [1;n]*>. On appelle cofacteur de position (i,j) le scalaire
(—1)i+j X ALJ(A)

Remarque ; A; ;(A) est donc le déterminant ci-dessous :
a1,1 a1,5—-1 ailj a1,5+1 a1n
ai—1,1 Ai—15-1 Qi-flj Gi—1j+1 Ai—1,n
2y Qg s i iy L
Qj4+1,1 Ai+1,5—-1 QiHl,j  Gi+1,5+1 Ai+1,n
an,1 Qn,j—1 Qp} 5 Qn,j+1 Gn,.n
et donc il s'agit de
aii aij—1 a1,5+1 ain
a;—1,1 Ai—1,5—1 Gi—1,5+1 A;—1,n
Ai+1,1 Ai41,5—1  Gi41,5+1 Ait+1.n
an,1 Qp,j—1 Qp 541 Qn.n [n—1]

rProposition (développement par rapport a une colonne). Soit n > 3. Soit A €
M, (K). Alors, pour tout j € [1;n] :

n

det(A) = Z(—l)i—i_jai’in’j(A).
i=1

On dit qu’on a développé le déterminant par rapport a la j™ colonne.

DEMONSTRATION. Sot j € [1;n]. Puisque

Quand on parle des mémes
opérations, il est sous-
entendu qu'il y a un déca-
lage : si la premiére opéra-
tion sur B consiste a faire
L2 < Ly — L1, on commen-
cera, sur A, par effectuer
I'opération L3 < Lz — Lo.
On ne s'intéresse qu'a B, on
ne touche pas a la premiéere

ligne ni la premiére colonne.

En particulier, un mineur
d'une matrice de taille n
est un déterminant de taille

n — 1.

0
al,j a17j 0 0
a2.,3 _ O i a2.,] T O _ Z aij |2 ’
: : : : -l
Qnp,j 0 0 Qp, 5 0
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par linéarité du déterminant par rapport a la j*™ colonne,

a1 ... O ain a1 ... 0 a1n
azi ... 0 az.n a1 ... 0 azn
n n
det(A) = E = E Q.5
=1 aia i, @G| =L aig .. 1 Qin
an1 ... O Ann ap1 ... O (n.n

On veut amener ce 1 en haut a gauche : on effectue les i — 1 échanges L; <> L;_1 puis
L; 1+ L; 9 jusqu'a L1 <> Lo, ce qui multiplie 3 chaque fois le déterminant par —1, ce
qui donne :

a1 o1 Qjn
a1 a1n
. .
i—1
det(A) = E (—1) i j|@i—11 .- 0 Ai—1.n
=1 ai+1,1 .- 0 Ai4+1,n
an,1 ... 0 An.n

On effectue ensuite les j — 1 échanges de colonnes C; <+ C;_1 puis Cj_1 <+ Cj_2 et ainsi
de suite jusqu'a C « Cs, ce qui multiplie cette fois le déterminant par (—1)7~!, d'ot :

1 a1 ajj—1 Qi ji1 Qin
0 ain aij—1  G15+1 a1n
. .
i1 1
det(A) = E ()" (=1)""a;; |0 ai-1.1 Ai—1,5-1 Gi—1j+1 ai-1,n
i=1 0 ait11 Aip1,j-1 Qg1+l Ait1n
0 an,1 an,j—1 Gn,j+1 an,n
1 a1 Qi1 @i 41 Qi
0 a1 ayj—1 ai,j+1 ain
. . .
_ itj
= E (=1)"™a;; |0 aj—1.1 @i—1j-1 Qi—14+1 i1
i=1 0 a1 Ait1,5-1 Gitl,j+1 Qit+1,n
0 an,1 Qp, j—1 Qp 541 Qn.n

Pour tout i € [[1;n], pour la i®m terme de la somme, on se trouve dans la situation du
lemme précédent, avec, a la place de B, la matrice extraite de A en supprimant la ligne i et
la ligne j (dont le on déterminant est A; j(A) par définition). D'aprés le lemme précédent,
le déterminant ci-dessus est égal au résultat voulu. O

Corollaire (développement par rapport a une ligne). Soit A € M, (K). Alors, pour‘
touti € [1;n] :

n

det(A) = Z(_l)i+jai,in,j<A)-
Jj=1

On dit qu’'on a développé le déterminant par rapport a la i ligne.

On peut aussi appliquer

directement le  i-cycle
(1 2

donc on

z) aux lignes
multiplie e
déterminant par (fl)ifl,
la signature de ce cycle.
ensuite

Idem pour les

colonnes,
appliquer
j-cycle (1 2

on peut aussi
directement le
-+j) aux
colonnes donc on multiplie

le déterminant par (—1)7~*.
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DEMONSTRATION. Soit i € [1;n]. En appliquant le résultat précédent 3 AT :

det (AT> _ ,Zn;(_l)iﬂ <AT)j,z’ A (AT> _ Zn;(—l)”j (A)z',j A;j(A)

ce qui permet de conclure puisque A et AT ont méme déterminant. ]

b) En pratique

Ces deux formules peuvent paraitre obscures au premier abord. Expliquons un peu ce que
veut dire la premiére :

n

Vj S [[1 3 TL]], det(A) = Z(—l)i+jai7in7j(A),
=1

ol, pour tout (i,5) € [1;n]?, A;;(A) est le déterminant de la matrice extraite de A en
barrant la ligne i et la colonne j. Par conséquent, si j € [1;n], ce qu'on appelle développer
par rapport a la j®™¢ colonne consiste a faire les opérations suivantes :

e On prend le premier terme de la colonne, aq ;, on le multiplie par le déterminant obtenu
en barrant la ligne 1 et la colonne j, c'est-a-dire la ligne et la colonne du terme en
question :

a1 (117;‘ 1 @ (11ua‘+1 (117m
a2.1 cee e a27j_1 Qa4 J a27j+1 NN asn
ai—11 -+ --- Gi—15-1 Q415 Qi—145+1 .- Qi—1n
a1 cee e i 5—1 aq 5 Qi 541 e Ain
Q41,1 - e Qi41,5-1 Qi1 Qi1+l - oo Qitln
Gn,1 e e an,j—1 Ap.j an,j+1 e Gn.n

et enfin on le multiplie par (—1)/*1,

e On prend le deuxieme terme de la colonne, as;, on le multiplie par le déterminant
obtenu en barrant la ligne 2 et la colonne 7, c'est-a-dire la ligne et la colonne du terme
en question :

a1,1 e e a17j_1 a J al,j+1 e CLl,n

ao 1 ao 4 1 faz\ ao 511 ao
K g \\) Wt k)

i—11 - -ee Gi—15-1 Q415 Qi—145+1 --- Qi—1n
Qg1 cee e am,l a J amqu NN Ain
@i+11 --- - G151 Qi1 Qipl g+l - oo Qitdn
Qn,1 cee e anyj,l a 2 an7j+1 NN Gn.n

Pourtant, nous allons nous
en servir constamment, et
elles nous permettront de
calculer plutét efficacement

la plupart des déterminants.
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et enfin on le multiplie par (—1)772,

e Et ainsi de suite : on parcourt la colonne de haut en bas, on multiplie chaque terme de la
colonne par (_1)24—] c'est-3-dire (_1)I indice de la ligne + l'indice de la colonney et on muItipIie
encore par le déterminant obtenu en barrant la ligne et la colonne du terme en question.

e Et on somme les n termes obtenus.

Remarques :

e On peut faire la méme chose sur une ligne : on parcourt la ligne de gauche a droite, on
multiplie chaque terme de la ligne par (—1)"*7 c’est-a-dire :

(_1)I'indice de la ligne + I'indice de la colonne

et on multiplie encore par le déterminant obtenu en barrant la ligne et la colonne du
terme en question.

e Ce résultat est valable pour n'importe quelle colonne et n'importe quelle ligne. Dans la
pratique, on essaye de choisir la colonne ou la ligne qui va minimiser les calculs.

e Calculer un déterminant de taille n se fait donc en calculant n — 1 déterminants de
taille n — 1, et un déterminant de taille n — 1 se calcule a son tour en calculant n — 1
déterminants de taille n — 2 etc. c'est-a-dire qu’on a une complexité en n!, ce qui est
énorme! On s’en tire en fait en développant par rapport a une ligne qui a beaucoup de
0, et c'est comme ca qu'on applique cette méthode en pratique : on choisit la ligne
ayant le moins de termes non nuls (un, deux, trois grand maximum). Si aucune ligne
n'a beaucoup de zéros, on commence par en créer a I'aide d'opérations élémentaires
sur les lignes et les colonnes, c'est-a-dire qu'on applique la méthode du pivot de Gauss
jusqu’a pouvoir développer efficacement : cf. exemples des paragraphes suivants.

° & Ne pas oublier les (—1)""7 | A chaque terme est associé une puissance de —1, plus
précisément (—1)!"indice de la ligne + lindice de la colonne "\/gici yne matrice permettant de
mieux visualiser la situation : en haut a gauche, il y a un +, et quand on se déplace
verticalement ou horizontalement (pas en diagonale!), le signe change. En particulier,
tous les coefficients diagonaux seront affectés du signe +.

+ -+ ... (=1t
_ 4+ - :
- -+
(-t +
c) Exemples
Exemple : Calculons
1 -3 8 2
5 -7 9 3
D= 2 0 0 1
-2 4 -1 0
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Exemple : Calculons

1 2 3 4

-1 1 0

b= -1 3 01
2 1 11

Exemple : Supposons n > 3. Calculons le déterminant de taille n suivant :

1 0 0 ... 01
1 1 0
1 1 00
A’rL: .
0 00 1
00 0 1o,

En particulier, les vecteurs
colonnes de la matrice dont
on calcule le déterminant
forment une base de K" si

et seulement si n est impair.

Exemple : Soit n > 2. Soit (a1, ...,ay,) € K". Calculer le déterminant (de taille n 4 1)
suivant :

0 aq az ... Qp
ar 0 a2 ... ap
An — |a1 a2 0 R )
ai ay ... ap, O [n-+1]
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Remarque : Quand on développe par rapport a une ligne ou une colonne, on réduit de 1
la taille de la matrice. Cela peut parfois étre utile pour obtenir une relation de récurrence
entre déterminants. Il suffit ensuite de calculer le déterminant lorsque la matrice est de
taille 2 ou 3 (voire 1), ce qui ne présente aucune difficulté.

Exemple : Pour tout n > 1, calculer le déterminant suivant :

3 1
9 3 1 (0)
2 1
D, — _
0) 5 3 1
2 3l

Méthode a retenir : toutes
opérations élémentaires per-
mettant de créer des lignes
(respectivement colonnes)
constante sont les bienve-
nues. En effet, en factori-
sant par la constante, on
peut ensuite soustraite la
premiére colonne (respecti-
vement ligne) 3 toutes les
autres pour obtenir plein
de 0.
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Remarque : On peut enfin mélanger la méthode du pivot de Gauss et la méthode qui
consiste a développer par rapport a une ligne ou une colonne : on essaye de rendre la
matrice triangulaire, mais pour avoir des quantités plus simples a manipuler, des qu’'on
isole un terme en haut a gauche, on développe par rapport a la premiere colonne, ce qui
donne des déterminants de plus en plus petits et donc de plus en plus simples.

Exemple : Soit (a,b,c,d) € K*. Calculer

)

Il
QL 2R
Q Q@ @ <
L O
Q o0 Q
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Terminons par un exemple officiellement au programme et qui illustre une méthode intéres- %raussi la remarque du pa-

sante : ajouter ou modifier une ligne ou une colonne pour « transformer un déterminant en

polynéme », polyndme qu'on cherche ensuite a factoriser.

Posons

.

V(zy,...

1 z 2%

1 z 23
) xn) =

1 z, x2

1<i<j<n

n
:Bn

[Proposition (déterminant de Vandermonde). Soit n > 2. Soit (z1, ...

—il
Ce déterminant est appelé déterminant de Vandermonde et on a :

,Tp) = H (x5 — z;)-

) € K]

DEMONSTRATION.

ragraphe V1.3 sur le carac-
tere polynomial en ses coef-

ficients d'un déterminant.

C’est le déterminant de la
matrice de I'application li-
néaire

P (P(z1),...,P(zn))

On a vu dans les cha-
pitres 31 (et 32) que, si
r1i,...,Tn sont distincts,
alors ¢ est un isomor-
phisme (cohérent avec la
non nullité du déterminant
dans ce cas) de K,_1[X]
dans K" et que, pour tout
b = (b,...,bn) € K",
I'unique antécédent de b
par cette isomorphisme est
le polynéme interpolateur
de Lagrange qui passe par

b1,...,bn en Ti,...,Tn.
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Exemples :
1 2 4
eOna|l 3 9|= On aurait pu évidemment
L 5 25 utiliser la regle de Sarrus,
e Soit (a, b,c, d) cK* Ona mais les calculs auraient été
plus compliqués.
1 a & d
1 b b b .
1 ¢ & 3|
1 d &# &

Remarques : Le déterminant d'une matrice étant égal a sa transposée, on a également le
résultat suivant :

Ce dernier déterminant est

aussi appelé déterminant de

1 1 e 1 Vandermonde et est noté
1 Ta - Tp a’I:ISSI V(z1,...,zn) Dbien
2 2 2 sOr.
Ty ) Tn | = H (.Tj —l‘i)
: : : 1<i<j<n
—1 n—1 n—1
3| ) Tn
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5) Comatrice et expression de I'inverse

Définition. Soit A € M,,(K). On appelle comatrice de A la matrice notée com(A)

appartenant 3 M,,(K) dont le coefficient d'indice (i, j) est (—1)""A; ;(A) pour tout Fagpelons - cue les
(i,7) € [1; n]]Z_ (1) A 5 (A) sont
appelés les cofacteurs.

) a b d —c
Exemple : 5i A = <c d>' alors com(A) = <—b u )

Cette expression de A~!

a surtout une importance

(Théoreme. Soit A € M, (K). Alors A x com(A)T = com(A)T x A=det(A)L,. | théeriaue,

DEMONSTRATION.

Corollaire. Soit A € GL,(K). Alors :

1

1 _
A= det(A)

x com(A) .

.

Exemple : Si A = (Z Z) est inversible, alors on retrouve la formule vue dans le cha-
pitre 23 :
1 d —b
At = .
ad — be (c a )
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