Chapitre 28

Espaces vectoriels

Le but de ce chapitre est de généraliser la notion de vecteur du plan ou de I'espace. On
va pour cela s'intéresser aux propriétés vérifiées par les vecteurs, et on appellera ensuite
vecteur tout élément vérifiant ces propriétés. On verra que cela concerne des types d’'objets
a priori treés différents (des fonctions, des suites, des matrices, des polynémes, etc.) et
nous montrerons des résultats généraux que nous pourront alors appliquer a tous ces types
d'objets.

Conformément au programme, K désigne dans ce chapitre le corps R ou C (mais les
résultats demeurent valables pour un corps K quelconque).

|  Structure d’espace vectoriel

1) Rappels sur les vecteurs du plan et de I'espace

Listons ce que I'on peut faire avec les vecteurs du plan ou de I'espace, étudiés au lycée :

e On peut sommer des vecteurs et la somme de
vecteurs est commutative et associative.

. — . 1214
e |l existe un vecteur nul 0 qui est I'élément
neutre de |'addition de vecteurs.

e Tout vecteur @ admet un vecteur opposé_,>c'est—
3-dire un vecteur ¥ tel que W+ 7 = 0. On
le note — /.

e On peut multiplier tout vecteur 0 par des
réels, c'est-a-dire écrire AU avec A € R.
On a les propriétés suivantes : pour tout
(A, ;1) € R? et tous vecteurs U et U,

1. 1.4 ="1.

2N (U +V)=AU+A\ V.
3. Ap) =AU +p-1d.
4o Xe(p-U)=\xp)u.

AT

Comme on I'a dit en introduction, on va en fait adopter le point de vue inverse et appeler

vecteur tout objet qui vérifie ces propriétés et espace vectoriel tout ensemble de vecteurs.

Nous allons ensuite batir toute une théorie. Les résultats démontrés pourront alors étre
appliqués aux vecteurs du plan et de I'espace mais aussi a3 de nombreux types d'objets
trés variés (fonctions, suites, polynémes, matrices, etc). L'avantage est que I'on pourra se
représenter géométriquement les espaces vectoriels, méme les plus « abstraits » comme des
univers géométriques semblables au plan ou a I'espace.

2) Loi externe

On se donne dans ce paragraphe un ensemble non vide F.

[Définition. Une loi externe de K sur E est une application ¢ de K x E dans E. ]

Notation : Comme pour une LCI dans le chapitre 17, une loi externe sera notée de facon
opérationnelle plutét que fonctionnelle : pour tous A € K et x € E, au lieu de noter
©(A,x), on note \.x ou encore plus simplement A\z.

Ce chapitre s'inscrit dans la
suite du chapitre 17 et il en-
tame un gros bloc appelé al-
gebre linéaire. Il sera com-
plété par cinq autres cha-
pitres (les chapitres 29, 31,
32, 37 et 30) en premiére an-
née et plusieurs en seconde

année.

L'ensemble des vecteurs est
donc un groupe pour |'addi-

tion de vecteurs.

C'est |a la grande nouveauté
par rapport au chapitre 17 :
on dispose d'une opération
qui « mélange » vecteurs et
réels (c’est une opération
dite externe, ce n'est pas une
loi de composition interne
car on |'applique a deux ob-

jets de types différents.

Sur le dessin ci-dessus, on a
pris A < 0.

On note toujours I'élément
de K a gauche et I'élément
de FE a droite!
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Exemples :

e [a multiplication par un réel pour les vecteurs du plan ou de I'espace est une loi externe
de K sur le plan ou I'espace.

e Loi externe sur K™. Pour tout n € N*, on définit sur K™ une loi externe - par :
Yu = (ug,...,u,) € K", VA eK, Aeuw = (Aug, ..., Aup).

e Loi externe sur M,, ,(K). Pour tout (n,p) € (N*)2, on définit sur M, ,(K) une loi
externe - par:

VM € anp(K)a VA eK, AM = (AMZJ) 1<i<n -
I<j<p
e Loi externe sur KP. Soit D une partie de R. On définit sur KP une loi externe - par el e Gencien d

R par un A complexe non
D — K

Vf e KP, VA e K, Aefo { . réel donne une fonction de
z — Af(2) CP. Autrement dit la mul-

i N o N . tiplication par un complexe
e Loi externe sur K". On définit sur K une loi externe - par , .
n’est pas une loi externe de

D
V(un)nen € KN, VA e K, A+ (Un)nen = (M )nen- C sur RP.

o Loi externe sur K[ X|. On définit sur K[ X| une loi externe - par
VP =) aX"eK[X], VAeK = A.P=> AuX"
k=0 k=0

e Plus généralement : loi externe sur EX. Supposons que E soit muni d'une loi
externe -. Soit X un ensemble non vide quelconque. On définit sur EX (I'ensemble
des fonctions de X dans E) une loi externe - par :

La loi - sur E n'est pas la
méme que la loi « sur E.
Cette derniére consiste en la

multiplication de toutes les

X — E

images (via la loi - ). Pour-
x — A f(x) ges ( )

X .
Vfe kY, VA e K, A-f.{
tant, dans la suite, nous n’al-
lons jamais différencier la no-

’ -
3) Structure d espace vectoriel tation entre les différentes

- - . lois externes. Comme dans
Définition. Soit E un ensemble. On dit que E est un K-espace vectoriel s'il est muni

d’une loi de composition interne + et d'une loi externe - de K sur E vérifiant les
propriétés suivantes :

le chapitre 17, I'objectif est
d'uniformiser toutes les no-
tations.

e (E, + ) est un groupe abélien dont |'élément neutre est noté O ou 0 et est appelé le

vecteur nul.

.. . L g o . La propriété (C1) est appe-
e La loi interne + et la loi externe - Vérifient les quatre propriétés suivantes : ) L
lée compatibilité du neutre

(Ch):Vz € E, 1.z =1. multiplicatif de K, la pro-
(Co) :YAEK, V(z,y) € E%, Ae(z4y) =Xz + )y priété (C2) est appelée distri-
(C3): Y\, u) €ER2, V€ E, A+ p)exz=A-z+p-2. butivité de - sur I'addition
(Cy) 1Y\, p) € K2, Vo e B, Ae(u-z) = (A x p)-x. dans K, la propriété (C3) est

2 . " , . . appelée distributivité de -
Les éléments de E sont appelés vecteurs, les éléments de K sont appelés scalaires, la loi

interne + est appelée addition, et la loi externe - est appelée multiplication (ou produit)
par un scalaire.

sur + et la propriété (C4)

est appelée propriété d'asso-

) ciativité externe (ou pseudo-

Remarques : associativité).

e Nous verrons dans le paragraphe 1.4 que cette structure se retrouve partout en mathé-
matiques et que nous en avons déja vu de nombreux exemples.
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e Nous verrons dans la feuille d’exercices associée que les propriétés (C1), (C2), (C3)
et (Cy) sont toutes nécessaires pour établir des propriétés intuitives que I'on pourra
utiliser librement dans la suite. D'ailleurs il y a techniquement 10 propriétés : le fait
que + soit une LCI, que - soit une LCE, I'associativité de +, la commutativité de
+ , I'existence d'un élément neutre, |'existence pour tout vecteur d'un symétrique et
les quatre propriétés supplémentaires.. Nous montrerons d’autres propriétés dans le
paragraphe I.5.

e De la méme facon qu'un groupe est un couple (G, *) avec G un ensemble et * une loi
interne vérifiant certaines propriétés, un espace vectoriel est un triplet (E, 4, -) avec
E un ensemble, + une loi interne et - une loi externe vérifiant certaines propriétés. La
loi + étant commutative, elle sera toujours notée additivement et la loi - sera toujours
notée de la méme facon. On pourra donc parler plus simplement d'un K-espace vectoriel
E (ou méme d'un espace vectoriel E si le corps K est sous-entendu) plutét que de
(E7 +, )

e Dorénavant, un vecteur n'est plus « une fleche » ou « un truc défini par une norme, un
sens et une direction » mais un élément d’un espace vectoriel, dont la définition est tout
a fait rigoureuse.

e Un scalaire est un élément du corps K sur lequel est défini I'espace vectoriel. En général,
il n'y a aucune ambiguité tant que le produit d'un vecteur et d'un scalaire est un élément
de E (c'est-a-dire que le produit est bien une loi externe).

Par exemple, sur RN Jes scalaires doivent étre des réels sinon on peut sortir de
I'ensemble.

[Définition (opposé). Pour tout x € E, on note —x |'opposé (ou symétrique) de x. ]

Définition (soustraction). Pour tout (z,y) € E?, on note x —y = z + (—y), I'addition
de x avec I'opposé de y.

& IL N’Y A PAS DE NOTION DE PRODUIT DE VECTEURS EN GENERAL.
Par exemple on n'a pas défini de multiplication pour deux matrices de M 3(K).

ET ENCORE MOINS DE DIVISION DE VECTEURS 1l

D’ailleurs on ne divise pas non plus par un scalaire : on note Xm et jamais X lorsque x € E
et A € K*.

[Proposition. Tout C-espace vectoriel est un R-espace vectoriel. ]

DEMONSTRATION. Soit E un C-espace vectoriel. Pour tout A\ € Ret z € E, A € C donc
Ar € E. Les quatre propriétés supplémentaires sont vérifiées pour les A complexes donc
pour les X réels. Des lors EE un R-espace vectoriel. ]

& La réciproque est fausse.

Par exemple, il est immédiat que E = R est un R-espace vectoriel. Mais multiplier un
vecteur de R (un réel ici) par un scalaire complexe non réel donne un complexe non
réel, c'est-a-dire un élément qui n'appartient pas a E : la loi n'est pas externe.

4) Premiers exemples

Exemples :

e Le corps K (muni de I'addition et de la multiplication externe... qui est alors interne)

est un K-espace vectoriel. Le vecteur nul est le réel 0.

2, on munit K" d’une addition + par : pour tous
vn) € K7,

e Espace vectoriel K". Pour tout n >
u=(uy,...,up) € K" etv=(vy,...,

u4v=(ur +v1,...,U, + vp).

Dans I'énoncé de la défini-
tion, on a différentié les no-
tations de I'addition + sur
E de I'addition + sur K.
C'était la derniere fois : dans
la pratique, cela ne pose au-
cun probléeme de confondre
toutes les additions.

La multiplication par
un scalaire est notée par un
point (A« x) ou par une ab-
sence de symbole (Az) mais
jamais par une multiplica-
tion (A X x), notation qu’on
réserve plutdt a une loi in-
terne notée multiplicative-
ment (par exemple le pro-
duit de deux matrices car-

rées de taille n).

L’existence de —x découle
simplement du fait que

(E,+) est un groupe.

Dans certains espaces vec-
toriels, il existe toutefois
un produit interne (comme
dans K* ou dans M, (K)).
Si ce produit munit I'es-
pace d'une structure d'an-
neau, alors on parle de struc-

ture d'algebre.
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Cette addition et la multiplication externe définie dans le paragraphe 1.2 munissent K"
d’une structure de K-espace vectoriel. Le vecteur nul est le n-uplet (0,...,0).

Plus généralement :

surE=F; x---x E,,

Aot = (Aetgy ..y Aotiy).

Alors E est un K-espace vectoriel.

[Théoreme. Soit n ¢ N\{0;1}. Soient E, ..., E, des K-espaces vectoriels. On définit

e une addition + par : pour tous u = (uq,...,u,) € E et v = (v1,...,v,) € E,
ut+v=(u1+v1,...,Uy, + Vy).
e une multiplication externe - par : pour tous u = (uj,...,u,) € E et A € K,

DEMONSTRATION.
e |l est immédiat que + est une LCl et que - est une LCE sur F.

e L’addition se fait coordonnée par coordonnée. L'addition dans chaque E; étant associa-
tive et commutative, on en déduit que c'est aussi le cas pour I'addition sur E. |l est
immédiat que (0, ...,0) est neutre pour I'addition et que tout (ui,...,u,) € E admet

(—uq,...,—uy) pour symétrique. Ainsi E est un groupe pour |'addition.

e Vérifions les quatre derniéres propriétés.

* Pour tout (uy,...,un) € E, 1-u= (1l.uy,...,1.up) = (u1,...,u,) = u. Donc

(C1) est vraie sur E.
* Soient u = (uq,...,uy) et v = (vy,...,v,) dans E. Soit A € K. On a

Ae(u4v) =X (ug +v1,. .0, Uy + V)
=N (ur4+v1), .oy A (up + vp))
=(Aeur F A0, AUy F A evy)
=Aeug, oy Aeun) + (Aevr, ., A 0p)

=A-u+ A0

Donc (C3) est vraie sur E.
* Soient u = (u1,...,u,) et (\, ) € K2. On a

At )= (1)t oy (At 1) )
= (Aeup F e, .oy Aoty + e uy)
= (Aeugy ooy Aety) + (eur, .oy e Up)

=Au+peu.

Donc (C3) est vraie sur E.
* Soient u = (u1,...,u,) et (\, ) € K2. On a

)\.(,u,.u) :)\-(u-ul,...,u'un)
=Ae(peur), ...y Ao (euy))
= (()\XN)-ul,...,()\X/Jz)'Un)

=(Axp)-u.

Donc (C4) est vraie sur E.

En d'autres termes, on
somme coordonnée par co-
ordonnée et on multiplie
toutes les coordonnées par
. Ici, par soucis de simpli-
cité (et car c'est l'usage et
c'est le but d'uniformisation
de ce chapitre), nous avons
noté de la méme facon les
additions et multiplications
externes sur les différents es-
paces vectoriels F1, ..., E,
et encore de la méme facon

pour |'espace vectoriel E.

Dans les n-uplets, on uti-
lise le fait que les pro-
priétés (C1), (C2), (Cs)
et (C4) sont vraies pour
Ei,...,E,.
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Exemples :

e Espace vectoriel M., ,(K). Pour tout (n,p) € (N*)?, I'addition sur M, ,(K)
(cf. chapitre 23) et la multiplication externe définie dans le paragraphe 1.2 munissent
M, p(K) d'une structure de K-espace vectoriel. Le vecteur nul est la matrice nulle 0y, .

e Espace vectoriel KP. Soit D une partie non vide de R. L'addition sur KP = F(D,K)
(cf. partie A du chapitre 4) et la multiplication externe définie dans le paragraphe 1.2
munissent KP d’une structure de K-espace vectoriel. Le vecteur nul est la fonction
nulle de D dans K.

e Espace vectoriel K. L'addition sur KN (cf. partie A du chapitre 14) et la multiplication
externe définie dans le paragraphe 1.2 munissent KN d’une structure de K-espace vectoriel.
Le vecteur nul est la suite nulle.

e Espace vectoriel K[X]. L’addition sur K[X] (cf. chapitre 21) et la multiplication
externe définie dans le paragraphe 1.2 munissent K[X| d’une structure de K-espace
vectoriel. Le vecteur nul est le polynéme nul.

Plus généralement :

(Théoréme. Soit E un K-espace vectoriel. Soit X un ensemble non vide quelconque. On)
définit sur EX = F(X, E),

e une addition + par :

X X AX

e une addition externe - par :

Vfe k", VA eK, )\-f.{m — A f(@)

Alors EX est un K-espace vectoriel.

L

DEMONSTRATION.

e Soient f et g dans EX et A\ € K. Comme E est un K-espace vectoriel, pour tout
r€X, f(x)+g(x) € Eet A f(x) € E. Ainsi f+g et A« f sont des éléments de EX.
On en déduit que + est bien une LCl sur EX et . une LCE sur EX.

e Montrons que EX est un groupe pour |'addition.

* Soient f, g et h dans EX. Soit 2 € X. Par associativité de + sur E (car c’est un
K-espace vectoriel),

~
+
<
_l_
&
—~
~—
I
—~~
~
+
<
~
8
_|._
=
E

Ainsi (f+g)+h=f+(g+h).
* Soient f et g dans EX. Soit x € X. Par commutativité de + sur E (car c’est un
K-espace vectoriel),

(f+9)(x) = f(z) +9(x) = g(2) + f(z) = (9 + f)(z)

Ainsi f+g=g9g+ f.

On connait bien ces quatre
exemple ci-contre et on a
vu dans les chapitres dédiés
qu'ils étaient des groupes
abéliens pour I|'addition. Il
est facile de vérifier que
la multiplication externe vé-
rifie les quatre propriétés.
On le fera une bonne fois
pour toute dans la preuve
du théoréme plus général ci-

dessous.

On rappelle qu'une suite nu-
mérique est une application
de N dans K, qu'une matrice
de My, (K) est une applica-
tion de [1;n] x [1;p] dans
K et qu'un polynéme est une
une suite presque nulle. Dés
lors ces trois exemples sont
bien un cas particulier du

théoréme ci-contre.

Ici encore, par soucis de sim-
plicité (et car c'est |'usage et
c'est le but d'uniformisation
de ce chapitre), nous avons
noté de la méme facon I'ad-
dition et la multiplication ex-
terne sur E et celles sur EX.
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* Introduisons
~ {X — F
0:

r — Op

Ona0e EX. Soit f € EX. Pour tout z € X,

(f +0)(z) = f(z) + O(x) = f(x) + 0p = f(2).

Ainsi f+0 = f. Comme + est commutative, on en déduit que 0 est I'élément neutre
pour +.

x Soit f € EX. Notons

Pour tout z € X,

(f + (=M)2) = f(2) + (=f)(z) = f(z) = f(2) = 05 = O(z).

Ainsi f 4+ (—f) = 0. Comme + est commutative, on en déduit que f admet un
symétrique pour +.

Ces quatre points permettent de conclure que EX est un groupe abélien pour |'addition.

e Vérifions les quatre derniéres propriétés.

x Soit f € EX. Pour tout z € X, (1-f)(z) = 1. f(x) = f(x) (puisque (Cy) est
vérifiée sur le K-espace vectoriel E). On en déduit que 1. f = f donc (Cp) est
vérifiée par EX.

x Soient f et g dans EX et A € K. Pour tout x € X,

A-(f+9)@) =A-(f +9)(@) = A (f(z) + g(2)).

Comme (C3) est vérifiée sur le K-espace vectoriel E, il vient que
A-(f+9)(@) =A-f2) + A-g(x) = (A- f)(@) + (A-9)(2) = (A-f + A-9) ().

On en déduit que A+ (f +g) = A+ f + A+ g donc (Ca) est vérifiée par EX.
* Soit f dans EX et (A, 1) € K2. Pour tout . € X, (A +p) - f)(z) = (A + p) - f().
Comme (C3) est vérifiée sur le K-espace vectoriel E, il vient que

(A +p)- (@) = A f@) + - f(x) = A F+p- (@)

On en déduit que (A + )« f = A+ f + - f donc (C3) est vérifiée par EX.
* Soit f dans EX et (\,u) € K2. Pour tout = € X,

(A (- f))(@) = A (- f)(@) = A (p- f (),

Comme (Cy) est vérifiée sur le K-espace vectoriel E, il vient que
(A (@) = (Ax p) - fz) = (A x p)« f)().
On en déduit que A (p- f) = (A x ) - f donc (Cy) est vérifiée par EX.
Ainsi EX est un espace vectoriel. O
5) Premiéres propriétés des espaces vectoriels

Considérons E un K-espace vectoriel. Le but de ce paragraphe est de démontrer des

propriétés qui nous permettront de travailler de facon intuitive sur F, sans nous poser de
question.

D’abord, puisque E est un groupe pour |'addition, on en déduit que :

Cette démonstration est trés
fastidieuse (méme si facile).
Rassurez-vous c'est la quasi
derniére fois que |I'on montre
qu'un espace est un espace
vectoriel. Deés le prochain pa-
ragraphe, nous verrons la no-
tion de sous-espace vecto-

riel.
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Proposition. Tout élément de E est régulier, c'est-a-dire que :
Ce résultat est toujours va-

V(J;7 v, Z) = E3’ rT+y=r+z=>y==z lable si z+y = z+a puisque
le groupe est abélien. On
Explorons maintenant un peu plus les liens entre I'addition et la multiplication externe. peut simplifier comme sur R.

Proposition (propriétés des zéros). Soient A € K et z € E.
1. 0-x =0g.

2. A-0g =0g.

3 Nex=0 < A=0o0ouz=0g.

Remarque : Comme on I'a dit plus haut, on écrira parfois 0 a la place de O pour désigner
le vecteur nul. On écrira par exemple la proposition précédente avec 0.2 =0, A-0 =0
et A.x =0 <= A=0o0ux=0.Iln"y aaucune ambiguité dans ce qui précéde si on
réfléchit tant soit peu a la nature des objets qu'on manipule : en effet, quand on écrit une
quantité du type .z, la quantité A (ce qu'il y a avant le point) est un scalaire et x (ce
qu'il y a apres le point) est un vecteur, et le résultat final est un vecteur. Par conséquent,
dans I'égalité 0.2 = 0, le premier zéro est le zéro réel, et le deuxieme zéro est le vecteur
nul, tandis que dans I'équivalence A\.z =0 <= A =0 ou x = 0, le premier zéro est le
vecteur nul, le deuxiéme zéro est le zéro réel, et le dernier zéro est le vecteur nul.

On aurait pu charger la dé-
finition d'un espace vecto-
riel de nombreuses autres
propriétés. Mais les dix suf-
fisent a en obtenir beaucoup
d’autres, comme nous le

voyons dans ce paragraphe.

DEMONSTRATION.

]

Proposition (propriétés de la soustraction). Soient (z,y) € E? et (\, ) € K2.

Ces propriétés ressemblent
1. /\'(:U _y) = A=Ay comme deux gouttes d'eau a
2. ()\ - H) cT=Nex —p-x. celles dans un anneau. Mais
3 —(Nez)=(=N)-z=A(—x). il faut refaire la démonstra-
h tion : ici c'est une loi externe
DEMONSTRATION. et non interne.
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Remarques :

e Le troisieme point de la proposition précédente assure que

—r = (=1).x
~ SN——
opposé de produit de x par —1

e Puisque (E,+) est un groupe, nous avons vu dans le chapitre 17 la notation nz lorsque
n € N et x € E. Rappelons qu'il s'agit de nz = x +x + --- + 2. Quand on note le
—_——

n fois
produit externe sans -, il y a donc conflit avec n -z, le produit (externe) de = par le

réel n. En fait tout va bien :

Proposition. Soit € E. Soit n € N. Alors :

BarEaroce = n.xr
D ~—
n fois produit de x parn

DEMONSTRATION. Raisonnons par récurrence :
e lx = x et la propriété (Cy) assure que 1.z = z.

e Soit n € N. Supposons |'égalité vraie au rang n. Alors
m+lz=nz+zrx=n-z+z=Mn+1)-z.

Ainsi I'égalité est vraie au rang n + 1.

D'ou I'égalité pour tout n € N, par récurrence. O

Remarque : On déduit de ces deux derniéres propriétés (ainsi que de (C4) et (C1)) que,
pour tousn € Z\N et z € E,

—n fois

Ainsi, on peut travailler dans un espace vectoriel de facon intuitive, « comme sur R », et il
ne sera plus nécessaire de les justifier avec les propriétés (C1), (C2), (C3) et (Cy).

6) Combinaisons linéaires

Nous avons déja rencontré des combinaisons linéaires de vecteurs (sans les appeler vecteurs)
dans les chapitres précédents. En vrac : la dérivée d'une combinaison linéaire de fonctions
dérivables est la combinaison linéaire de leur dérivée, des combinaisons linéaires d'intégrales
de fonctions, I'écriture d'un polyndme comme une combinaison linéaire de monémes, etc.
Nous allons généraliser ce principe a des combinaisons linéaires de vecteurs dans un espace
vectoriel : d'abord un nombre fini puis un nombre quelconque.

a) Combinaison linéaire d’un nombre fini de vecteurs

Par stabilité de E pour I'addition (et par récurrence immédiate sur le nombre de vecteurs),
la somme d'un nombre fini de vecteurs de E est encore un vecteur de E :

On parlera ensuite du cas ol
n € Z\N

On utilise tour a tour la dé-
finition de (n + 1)z, I'hypo-
these de récurrence et la pro-
priété (Cs)

Dorénavant, nous arrétons
donc d'utiliser le symbole -«
entre scalaire et vecteur sauf

ambiguité.
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Définition (combinaison linéaire d’'un nombre fini de vecteurs). Soit n € N\{0;1}.

Soit (x1,...,xy,) € E™. On dit que x € E est combinaison linéaire de (z1,...,x,) s'il
existe (A1,...,\n) € K" tel que

x=MT1+ -+ AZn.
Exemples :

e Dans R?, le vecteur W = (—2,2) est combinaison linéaire des vecteurs W = (1,2) et %

o = (5,4). En effet :

e Dans R3, le vecteur (—1,0,4) est combinaison linéaire des vecteurs (1,1,1), (2,1,0) et
(0,0,1). En effet :

e Dans R[X], le polynéme P = 2X* + 5X? +3X — 2X + 5 est combinaison linéaire des
vecteurs (qui sont des polynémes) X* — X, X? + 1 et X. En effet :

e Le vecteur x — cos(2x) est combinaison linéaire des vecteurs x +— cos?(z) et x +— 1
dans RR. En effet :

Remarque : 0z est combinaison linéaire de toute famille de vecteurs de E (en prenant
tous les coefficients égaux a 0).

& La réciproque est fausse : une combinaison linéaire peut étre nulle sans que tous les
coefficients le soient.

Par exemple 2. (1,1) —1.(2,-3) —5.(0,1) = (0,0).

Définition (vecteurs colinéaires). Soit (z,y) € E2.
e On dit que x est colinéaire a y s'il existe A € K tel que x = \y.

e On dit que x et y sont colinéaires si x est colinéaire a y ou si y est colinéaire a x.

Remarque :
OE =0-.x.

Le vecteur nul est colinéaire a tout vecteur puisque, pour tout x € F,

Proposition. Deux vecteurs x et y de E sont colinéaires si et seulement si x = 0 ou il
existe A € K tel que y = A\x.

DEMONSTRATION. Si z = O, alors z est colinéaire 3 y et donc x et y sont colinéaires.
Cela montre le sens indirect. Réciproquement, supposons que les vecteurs = et y de E sont
colinéaires. Si y est colinéaire a x, c'est fini. Si y n’est pas colinéaire a x, c'est que x est
colinéaire a y : il existe A € K tel que x = A\y. Mais, alors A = 0 (car sinon y = %az ce
qui est exclu) et donc x = Og. Par conséquent x = Og ou y est colinéaire a . ]

b) Combinaison linéaire d’un nombre quelconque de vecteurs

Dans toute la suite du chapitre, on se donne I une famille d'indices quelconque.

Définition (famille presque nulle de scalaire). On dit qu'une famille de scalaire
(N\i)ier est presque nulle (ou a support fini) si tous les éléments de la famille sont nuls
sauf un nombre fini d'entre eux.

Remarques :

e Si [ est fini, la notion de famille presque nulle indexée par I n’a pas d'intérét.

On parle aussi bien de combi-
naison linéaire de la famille
(z1,...,7n) que de combi-
naison linéaire des vecteurs

T1y.e-3Tn-

Autrement dit = et y sont
colinéaires si I'un est combi-

naison linéaire de I'autre.

Cette définition est ana-
logue a celle pour les poly-
némes dans le chapitre 21,
ou pour les valuations p-

adiques dans le chapitre 12.
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e Soit (A;);er une famille presque nulle de scalaire. Soit (x;);c; une famille (pas forcément
presque nulle) de vecteurs de E. On définit alors

iel iel
Ai#£0

qui est une somme finie de vecteurs de E donc qui appartient a F.

e L'ensemble {i € I|\; # 0} est appelé le support de la famille (\;);cr. Si la famille
est presque nulle, le support est fini. D'ol |'appellation « famille de scalaires a support
fini ».

Définition (combinaison linéaire d’une famille quelconque de vecteurs). Soit]

(x;)icr une famille de vecteurs de E. On dit que x € E est combinaison linéaire de

(x4)icr s'il existe (N\;)ier une famille presque nulle de scalaires telle que x = Z ;.
iel

Pour tout i € I, on dit que )\; est le coefficient de x devant x; dans la combinaison

linéaire.

Remarque : En d'autres termes, un vecteur x est combinaison linéaire des z;, i € I,
lorsqu'il est combinaison linéaire d'un nombre fini d'entre eux (mais le nombre n'est pas
fixé : il peut étre combinaison linéaire de 2 vecteurs comme de 2025 vecteurs).

Exemple : K[X| est I'ensemble des combinaisons linéaires de la famille (X*)cn puisque
tout polynéme est combinaison linéaire d'un nombre fini de X*, k € N. Rappelons que la

notation
+oo
P = Z apX®
k=0
désigne en fait une somme finie.

Il Sous-espaces vectoriels

Dans toute la suite, E désigne un K-espace vectoriel.

On a vu que montrer qu'un ensemble est un espace vectoriel est fastidieux. Heureusement,
comme dans le chapitre 17 avec les sous-groupes, sous-corps et sous-anneau, il existe une
notion de sous-espace vectoriel. Dans la pratique, la plupart des espaces vectoriels que I'on
rencontra seront en fait des sous-espaces vectoriels d'un des espaces vectoriels de référence
du paragraphe |.4.

1) Définition et caractérisations

Définition. Soit I’ une partie de E. On dit que F' est un sous-espace vectoriel de E si I
est stable par les lois + et - et si (F,+, -) est un espace vectoriel. En d'autres termes,
un sous-espace vectoriel de E est un espace vectoriel inclus dans E& pour les mémes lois
que E (restreintes 3 F).

En particulier, si F' est un sous-espace vectoriel de E, alors (F,+) est un sous-groupe de
(E,+) et donc en particulier :

[Proposition. Si F' est un sous-espace vectoriel de E, alors O € F. ]

Par contraposée :

{Corollaire. Soit F' une partie de E. Si O ¢ F', alors F' n’est pas un sous-espace vectoriel]
de E.

On parle aussi bien de com-
binaison linéaire de la fa-
mille (z;):cr que de combi-
naison linéaire des vecteurs

zi, 1 € 1.

La famille (z;):er peut étre
infinie, mais la somme ci-
contre est impérativement fi-

nie !

On abrége souvent « sous-
espace vectoriel » en

«Ss.evn.

La réciproque est fausse,
comme on le verra dans les

exemples ci-dessous.
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Remarques :

e {Op} et E sont des sous-espaces vectoriels de E. Nous verrons plein d'exemples dans
les prochains paragraphes.

e * Si (G est un sous-espace vectoriel de E' et si F' est un sous-espace vectoriel de G,
alors F' est un sous-espace vectoriel de E.

* Si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de E tels que F' C G, alors F' est un
sous-espace vectoriel de G.

Comme pour les sous-groupes, sous-anneaux et sous-corps il existe une caractérisation
pratique :

Proposition (premiére caractérisation des sous-espaces vectoriels). Une partie F'
de E est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si :

o '+£ 0,
o F est stable par somme : ¥(z,y) € F2, x +y € F,
e [ est stable par multiplication par un scalaire : ¥Y(\,x) e Kx F, A\.xz € F.

\ J

DEMONSTRATION.

O

Proposition (deuxiéme caractérisation des sous-espaces vectoriels). Une partie F'
de E est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si :

o '£ o,
e I est stable par combinaison linéaire : V(x,y) € F?, V(\, u) € K2, v + uy € F.

.

DEMONSTRATION.

O

.
Proposition (troisieme caractérisation des sous-espaces vectoriels). Une partie F'
de E est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si :

o F#£0,
o V(z,y) € F2, VA €K, A\x+y € F.

Compte tenu de la proposi-
tion précédente, pour mon-
trer que F' # &, on montre
en général que O € F. Et,
si ce n'est pas le cas, on
conclut directement que F
n'est pas un sous-espace vec-

toriel.

En un mot, comme pour
les sous-groupes et les sous-
anneaux, on peut fusionner
certaines propriétés. En |'oc-
currence ici, on fusionne les
deux stabilités en une seule

condition a vérifier.
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DEMONSTRATION. Le sens direct se montre comme celui de la deuxiéme caractérisation.
Réciproquement supposons que F' vérifie les deux conditions.

O

Remarque : Dans la deuxiéme caractérisation, on a vu qu'une combinaison linéaire de
deux vecteurs d'un sous-espace vectoriel F' appartient encore a F'. Cela découle du fait que
F est un espace vectoriel. Cela se généralise donc a une combinaison linéaire quelconque
de vecteurs de F' :

Proposition (stabilité par combinaison linéaire). Soit F' un sous-espace vectoriel de
E. Soit (z;)icr une famille de vecteurs de F. Alors, pour toute famille presque nulle
(N\i)ier de scalaires, Z Aix; € F.

el

2) Interprétation géométrique

rProposition/Définition.
e L'ensemble {0g} est un sous-espace vectoriel de E appelé sous-espace vectoriel nul.

e Six #0, I'ensemble D = {\-x |\ € K} est un sous-espace vectoriel de E appelé
droite vectorielle engendrée par x.

e Six ety sont deux vecteurs non colinéaires, |'ensemble

P={\-z+pu-y|(\p) K}

est un sous-espace vectoriel de E appelé plan vectoriel engendré par x et y.

DEMONSTRATION.

Interprétation géométrique.

e Géométriquement, D est la droite contenant x et passant par 0 (d'ou le nom de « droite
vectorielle » contrairement a une « droite affine » qui ne passe pas forcément par 0, cf.
chapitre 30) : c’est I'ensemble de tous les vecteurs colinéaires a x.

Cette caractérisation est

mal-aimée par certains au-
teurs a cause de |'absence
de symétrie du second cri-
tére (contrairement a son
analogue dans la deuxiéme
caractérisation) qui la rend
moins « élégante ». Mais on
I'a retrouve souvent malgré
tout donc pas de probleme

pour |'utiliser.

Le concept de sous-espace
vectoriel est fait pour ca :
que l'on reste dans celui-ci
lorsqu’on fait des additions
et des multiplications par un

scalaire.

Si'z = 0, on pourrait encore
définir D mais alors il s'agit
de {0z} que l'on ne peut
pas qualifier de droite.
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e Géométriquement, P est le plan contenant x et y passant par 0 (d'ou le nom de « plan
vectoriel » contrairement a un « plan affine » qui ne passe pas forcément par 0, cf.
chapitre 30) : c'est I'ensemble de tous les vecteurs qui s'écrivent comme combinaison

linéaire de = et de y.

B _—

e Ces notions seront encore généralisées dans le paragraphe 11.4.

e Une droite vectorielle est encore appelée un sous-espace vectoriel de dimension 1. Un
plan vectoriel est encore appelé un sous-espace vectoriel de dimension 2. Nous en
reparlerons dans le chapitre 31, consacré a la notion de dimension.

3) Exemples usuels

a) Sous-espaces vectoriels de K"

Exemples :

e L'ensemble F = {(x,y) € K? |5y — 3z = 0} est un sous-espace vectoriel de K. En

effet :

En effet :

e L'ensemble F = {(z,y,2) € K3|5x+3y—10z = 0} est un sous-espace vectoriel de K3.

Si z et y sont colinéaire,
alors on peut encore définir
P mais alors :
eSiz=y=0, P={0g},
e Siz#0 (resp. y #0), P
est la droite vectorielle en-
gendrée par x (resp. y).
Dans les deux cas, on ne
pourrait pas qualifier P de

plan.

§est un sous-ensemble de

R? donc est un ensemble
de couples. Par conséquent,
lorsqu’on veut prouver que
F' est stable par somme, il
faut prendre deux éléments
de F' donc deux couples. De
méme, si on est dans K3,
il faut prendre deux triplets
pour prouver que I'ensemble
en question est stable par

somme.

Dans I'écriture 5y — 3z = 0,
il faut retenir qu'il
s'agit de 5x(deuxiéme
coordonnée)—3x (premiére
coordonnée)= 0. Une fois
que cela est compris, ce type
d’exercice est extrémement

facile.

La aussi, la condition a
vérifier est : 5x(premiére
coordonnée)+3 X (deuxieme
coordonnée)—10x (troisieme
coordonnée)= 0. Ce genre
d’exercice doit étre fait en

claquant des doigts!
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Ce principe de preuve fonctionne aussi quand il y a plusieurs équations (il suffit juste alors
de prouver que chaque équation est vérifiée) :

Proposition. L'ensemble des solutions d’un systeme linéaire homogéne a p inconnues est
un sous-espace vectoriel de KP.

Remarque : En d'autres termes, pour tout p > 1, pour toute famille (a; ;) 1<i<n d'éléments

de K, I'ensemble des (z1,...,z,) € KP vérifiant les équations Isgsp
a1 + aigre + + aipry = 0
a21x1 + ag22x2 + + agypry = 0
(S)
an121 + ap2T2 + + appry, = 0

est un sous-espace vectoriel de KP. On pourra donc répondre directement a ce genre de
question !

DEMONSTRATION. Reprenons les notations de la remarque ci-dessus : soit (a;;) 1<i<n
1<y<p
une famille d'éléments de K, et prouvons que |'ensemble I’ des solutions du systéeme

aar1 + arer2 + + aipr, = b
a21x1 + a22T2 + + agprp, = bo
(5)
ap,1T1 + ap2T2 + + anpxrpy = by,
est un sous-espace vectoriel de KP. Le systéme étant homogene, le p-uplet nul (0,...,0) est
solution donc F' est non vide. Soient « = (z1,...,%p) et y = (y1,...,Yp) deux éléments

de F' et soient \ et p deux scalaires. Tout d'abord :

AT+ py = (Az1 + pyr, -, ATy + pyp)

donc, pour tout i € [1;n] :

ai 1 (A1 + pyr) + -+ aip(ATp + pyp)
= Mai1z1 + - + aipTp) + plaiiys + - + aipyp)
=0+ p0 = 0.

Ainsi Ax 4 py est solution de toutes les équations du systéme donc Ax + uy € F. ]

Exemple : L’ensemble des triplets (x,y,z) de K3 vérifiant

dr + y — 3z = 0
z —y + 2z =0

est un sous-espace vectoriel de K3.

Remarques :

e On peut montrer (on le fera dans le chapitre 31) que lorsqu'une partie de KP n'est pas
I'ensemble des solutions d'un systeme linéaire, ce n'est pas un sous-espace vectoriel de
KP. C'est par exemple le cas quand des coordonnées sont multipliées entre elles, mises
a une puissance, quand il y a des inégalités, quand des équations sont égales a des réels
non nuls, quand on ajoute des réels. Néanmoins, parfois cela peut étre le cas sans que
cela se « voit » au premier coup d’'oeil.

Par exemple, on a envie de dire que

F={(z,y) eR? |3+ 22y +’z+ +2x+y=0}

On rappelle qu'un systéme
homogéne est un systéme
dont le second membre est
nul. Si le second membre
n'est pas nul, et qu'il y a
au moins une solution, |'en-
semble des solutions n'est
pas un sous-espace vecto-
riel (car ne contient pas le
vecteur nul) mais un sous-
espace affine (cf. chapitre
30).

La encore, il faut se

dire « a;1X(premiére

coordonnée)+ - - ».
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n'est pas un sous-espace vectoriel compte tenu de toutes ces puissances. Mais en
fait si : pour tout (x,y) € R?,

P +fy+vr+yitr+y=("+y + )z +y)

et, puisque % + y* + 1 n'est jamais nul, (z,y) € F si et seulement si x + y = 0.
Par conséquent F = {(x,y) € R* |z +y = 0} est un sous-espace vectoriel de R?.

e Dans le premier exemple ci-dessus, F' est la droite d’équation y = —x, dans le deuxiéme,

F est le plan d'équation 5z + 3y — 10z = 0, et dans le troisieme (celui avec les deux
équations), F' est une intersection de deux plans donc une droite. On peut en fait
prouver que tous les sous-espaces vectoriels de K? ou de K? sont de ce type :

Théoréme (sous-espaces vectoriels de K? et K?).

e Les seuls sous-espaces vectoriels de K2 sont {0}, les droites vectorielles et K? tout
entier.

e Les seuls sous-espaces vectoriels de K3 sont {0}, les droites vectorielles, les plans
vectoriels et K3 tout entier.

DEMONSTRATION. Admis provisoirement : on le montrera a la main en TD et ce sera
immédiat quand on aura fait le chapitre 31 (et on le montrera officiellement a ce mo-
ment [a). O

Remarque : Géométriquement, une droite vectorielle est une droite passant par |'origine
(on rappelle que O appartient a tous les sous-espaces vectoriels de F, et donc des droites
vectorielles sont toujours sécantes en 0) et un plan vectoriel est un plan passant par I'origine.
Ci-dessous, trois sous-espaces vectoriels de K? (premier dessin dans la marge) et trois
sous-espaces vectoriels de K® (deuxiéme dessin dans la marge).

b) Sous-espaces vectoriels de K[X]

Théoréme. Pour tout n € N, I'ensemble K,,[X] des polynémes de degré inférieur ou
égal a n a coefficients dans K est un sous-espace vectoriel de K[X].

DEMONSTRATION. Soit n € N.
e Le polyndme nul appartient a K,,[X] donc K,,[X] est non vide.

e Soient P € K,,[X] et Q € K,,[X]. On a deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q)) < n si
bien que P + @ € K,,[X]. Ainsi K,,[X] est stable par somme.

e Soit A € K. On a deg(AP) < deg(P) < n donc AP € K,,[X]. Ainsi K,,[X] est stable
par multiplication par un scalaire, c’est un sous-espace vectoriel de K[X]. ]

Remarques :

e C'est la raison pour laquelle on a défini K,,[X] comme |'ensemble des polynémes de
degré inférieur ou égal a n et non pas de degré égal a n. En effet, I'ensemble des
polynémes de degré n n'a que peu d'intérét en pratique puisque ce n'est pas un espace

vectoriel : il n'est ni stable par somme (par exemple, X™ et —X™ sont de degré n mais
pas leur somme), ni par multiplication par un scalaire (car si P est de degré n, 0.P ne
I'est pas)!

e Ici, contrairement a K™ dans le paragraphe précédent, il n'est pas aussi simple de
caractériser les espaces vectoriels. En tout cas, les K, [X] sont loin d'étre les seuls!

Exemples :

o L'ensemble H = {P € K[X]| P(0) = 0}. Montrons que H est un sous-espace vectoriel
de K[X].

N

N\
/

2\

Si A € K*, alors
deg(AP) = deg(P)
etsiA=0,

deg(AP) = —oc0
< deg(P).
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e Plus généralement, donnons-nous B un polynéme et posons F' = {QB|Q € K[X]}
c'est-a-dire que I est I'ensemble des polynémes multiples de B. Prouvons que F' est  ¢7eet une généralisation de

un sous-espace vectoriel de K[X]. sl sAeddent gl a5
tout simplement le cas ou

B=X.
e |l découle du cas général précédent que, pour tout a € K, e melans s @ E5i adine

, 9 .. au moins double (i.e. est
{P € R[X]|P(a) = P'(a) =0} ={P € RIX]| (X — a)® divise P} une racine multiple) de P
est un sous-espace vectoriel de K[X]. ;Et)seu:ment si Pla) =

a) = \U.
e L'ensemble F = {P € K[X]| P'(2) = P(1)} est un sous-espace vectoriel de K[X]. En

effet :

c) Sous-espaces vectoriels de M, (K)

Théoreme. Pour tout n € N*, alors
L’ensemble GL,, (K) des ma-

trices inversibles d’ordre n
o /'ensemble T," (K) (respectivement T, (K)) des matrices triangulaires supérieures|  y'est pasun sous-espace vec-
(respectivement inférieures) d’ordre n et a coefficients dans K, toriel de M., (K) car il ne

e ['ensemble D,,(K) des matrices diagonales d’ordre n et a coefficients dans K,

o /'ensemble S, (K) (respectivement A,,(K)) des matrices symétriques (respectivement|  contient pas la matrice nulle.
antisymétriques) d’ordre n et a coefficients dans K,

sont des sous-espaces vectoriels de M, (K).

\

DEMONSTRATION. Ces espaces contiennent la matrice nulle et sont stables par somme et
multiplication par un scalaire. O
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d) Sous-espaces vectoriels de K”

[Théoreme. Soit n € NU {+00}. Soit D est une partie de R. Alors
e /'ensemble €°(D,KK) des applications continues de D dans R,
e I'ensemble 9*(D,K) des applications dérivables de D dans R,
e /'ensemble €™ (D, K) des applications de classe €™ de D dans K

sont des sous-espaces vectoriels de F(D,K) = KP.

\ J

DEMONSTRATION. Ces espaces contiennent la fonction nulle et sont stables par somme
et multiplication par un scalaire d'apreés les chapitres 18 et 19. O

Exemples :

e [’ensemble des applications décroissantes de R dans R n'est pas un sous-espace vectoriel
de RR. En effet, si f est la fonction x — —zx, alors —f est la fonction x — x qui n'est
pas décroissante : —f ¢ F. Comme F' n'est pas stable par multiplication par un scalaire,
ce n'est pas un sous-espace vectoriel de F(R,R).

e SoitT > 0. L'ensemble F' des fonctions T-périodiques sur R est un sous-espace vectoriel
de F(R,R). En effet :

& L’ensemble des fonctions périodiques tout court n'est pas un sous-espace vectoriel
car n'est pas stable par somme (cf. exercice de la feuille de TD n°5 ou I'on a montré
que x — cos(x) et x — cos (mﬂ) sont périodiques mais leur somme ne 'est pas).

e) Sous-espaces vectoriels de K"

Exemples :

e L’ensemble C des suites convergentes est un sous-espace vectoriel de KN. En effet :

e L'ensemble A des suites arithmétiques est un sous-espace vectoriel de KN. En effet :

Dire que, si f est décrois-
sante, alors —f ne l'est
pas n'est PAS un contre-
exemple puisque c’est faux
pour f = 0. Il faut un
contre-exemple explicite.

L'ensemble des suites géo-
métriques n’est pas un sous-
espace vectoriel, ce que I'on
verra en TD.
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4) Intersection de sous-espaces vectoriels

Proposition. Une intersection quelconque de sous-espaces vectoriels de E est un sous-
espace vectoriel de E.

DEMONSTRATION.

Exemples :

e Dans K3, une intersection de plans vectoriels est donc un sous-espace vectoriel. S'ils
sont distincts, alors on peut montrer que c'est une droite vectorielle de K3.

E1NEs

>

e SiaeKetn €N, alors on a vu que K, [X] et {P € K[X]|P(a) = 0} sont des
sous-espaces vectoriels de K[X]. Leur intersection {P € K,,[X]| P(a) = 0} est donc
un sous-espace vectoriel de K[X].

& L'union de deux sous-espaces vectoriels n'en est pas un en général.
Par exemple, si ' = {P € K[X]|P(0) =0} et G = {P € K[X]|P(1) =0}, on a
X €FUG (carX € F), X—1€ FUG (car X —1 € G) mais X + X — 1 n'appartient
ni a F' ni a G donc n'appartient pas a F'U G. Ce dernier n'est donc pas stable pas
somme et donc ce n'est pas un sous-espace vectoriel.

Autre exemple, avec un dessin : Fy} U Iy
n'est que I'union des deux droites et n’est
pas le plan engendré par x1 et xo. Or on
a vu que les seuls sous-espaces vectoriels
de R? étaient {0} et les droites et plans
vectoriels.

Une question se pose maintenant : si on se donne une partie quelconque de E et qui n'est
pas un sous-espace vectoriel, qui est le plus petit sous-espace vectoriel qui la contient?
Comment le construire rigoureusement ? Réponse dans le prochain paragraphe.

Lorsque K = R, ce résultat
est bien connu (cf. dessin
ci-contre). On le vérifie ai-
sément sur un exemple et
on peut bien siir le mon-
trer en résolvant un systeme.
Mais ce résultat sera bien
plus simple a montrer quand
on aura vu la notion de di-
mension et d’hyperplan (cf.
chapitre 31) donc laissons sa

preuve en suspens.

Dans la feuille de TD n°17,
on a vu qu'une union de
deux sous-groupes est un
groupe si et seulement si
I'un des deux est inclus dans
I'autre. En particulier, une
union de deux sous-espaces
vectoriels est un sous-espace
vectoriel si et seulement si
I'un des deux est inclus dans

I'autre.
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5) Sous-espace vectoriel engendré par une partie

On se donne dans ce paragraphe, une partie non vide A de E (qui n'est pas forcément un
sous-espace vectoriel de E).

a) Définition et exemples

Définition. On appelle sous-espace engendré par A I'ensemble des éléments de E qui %

sont combinaison linéaire de vecteurs de A. On le note Vect(A).

Remarques :

e Quand on parle de combinaison linéaire de vecteurs de A, on parle de combinaison
linéaire d'un nombre quelconque fini de vecteurs de E.

e Autrement dit, Vect(A) est I'ensemble des vecteurs de E qui s'écrivent sous la forme
n
Z)‘ixi oun € N* x1,...,x, sont des vecteurs de A et les \1,...,\, des scalaires.

i=1
On a donc :

Avec des quantificateurs :

o & Quand on écrit A = {z; |i € I}, les x; sont distincts par convention dans |'écriture
d'un ensemble. Cette convention n'a pas lieu dans une famille (z;);c; ou plusieurs
vecteurs peuvent se répéter. Supposons que x € E s'écrive comme combinaison linéaire
de vecteurs d'une famille (z;);c; dans laquelle deux vecteurs sont égaux, disons x;, et
Vi, © il existe (A;)ier une famille presque nulle de scalaire telle que

EONTEEDY >

iel ieI\{io,jo} i€\ {io,jo}

Nix; + /\ioxio + )\joxjo = ANix; + O‘io + /\jo)xio.

Ainsi x est encore combinaison linéaire de vecteurs de la famille (z;);cp (o). La réci-
proque est immédiate (en mettant un scalaire nul devant z;,). On en déduit :

Proposition/Définition. Soit (z;);c; une famille de vecteurs de E. On appelle sous-
espace engendré par la famille (x;);c; I'ensemble des éléments de E qui sont combinaison
linéaire de (x;);cr. On le note Vect(z;)icr.

On a Vect(x;)ier = Vect({z; |i € I}).

Cas particulier important : Soit n € N*. Soit (x1,...,zy) une famille finie de vecteurs
de E. Le nombre de vecteurs dans une combinaison linéaire de (x1,...,x,) est fixe égal
a n (méme si certains scalaires peuvent étre nuls) et les vecteurs eux-mémes sont fixés
(tandis que dans le cas général, on fait varier et le nombre de vecteurs, et les vecteurs
eux-mémes). On a donc plus simplement

Avec des quantificateurs :

On a bien siir Vect(A) C E
et on verra plus bas qu'il
s'agit d'un sous-espace vec-
toriel de F.

Si ce nombre n’est pas fini,
alors c’est que les scalaires
de la combinaison linéaire
sont nuls sauf un nombre
fini d’entre eux et donc c'est
en fait bien une combinai-
son linéaire d'un nombre fini

d’entre eux.

Lorsque A est une partie fi-
nie, on note

A={z1,...,zn}
et alors Vect(A) est égal a

Vect(z1,...,2n).
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Exemples :

e Vect({0g}) = {0g}.
e Sixz #0, alors Vect(z) = { Az |\ € K} est la droite vectorielle engendrée par x (d’ol
son nom), cf. paragraphe II.2.

Si x ety sont non colinéaires, alors Vect(z,y) = {\x + uy |(\, ) € K2} est la plan
vectoriel engendrée par x et y, cf. paragraphe I1.2.

Kn[X] =

K[X] =

Montrons que, si C est le cercle unité de R?, alors Vect(C) = R2.

e Notons x1 = (1,1,1) et z9 = (1,0,—1). Donnons plus généralement tous les vecteurs
de Vect(x1,x2).

On rencontre souvent la situation inverse : étant données une ou plusieurs équations qui défi-
nissent un espace-vectoriel, peut-on trouver une famille (z;);c; telle que
F = Vect(z;);c; ? On dira dans le paragraphe Ill.1 que (x;);c; est une famille géné-
ratrice.
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Exemples :
e Soit F le plan d’équation = + 2y + 3z = 0. Exprimons-le sous forme de Vect.

e Ecrivons F = {P € K3[X]| P(1) = 0} sous la forme d’un Vect. Soit P € K3[X].

Remarques :
° & Dans I'exemple ci-dessus une erreur grave et classique vous attend au tournant :
les constantes a, b, ¢ doivent étre indépendantes les unes des autres pour conclure. Si gf plus généralement les
on développe I'égalité ci-dessus pour obtenir : mSETS M o Plaine
d'une combinaison linéaire
F={aX3+(b—-a)X?+ (c—bX —c|(a,b,c) € K3} u inaison fincal
doivent étre indépendantes
alors il serait faux d'écrire F' = Vect(1, X, X2, X?3) puisque les constantes dépendent les unes des autres pour
les unes des autres (il n'y a aucune raison que ce soit le cas dans une combinaison  conclure.
linéaire quelconque) ! Plus précisément :
* cette écriture entraine que F' C Vect(1, X, X2, X3).
* mais l'inclusion réciproque est fausse puisque

Vect(1, X, X2, X3) = {aX3 4+ bX? + cX + d| (a,b, ¢,d) € K} = K3[X]

et, bien siir ' # K3[X] (puisque X ¢ F).
Autre argument pour contrer cette erreur : nous allons voir dans un instant que
A C Vect(A) si bien que les vecteurs de A appartiennent a Vect(A). Dans cet exemple,
cela signifie que les vecteurs de la famille ou de la partie doivent impérativement
apparaitre 3 F : c'est le cas pour X — 1, X(X — 1) et X2(X — 1) mais pas pour X,
X% et X3,

b) Propriétés des sous-espaces engendrés

Proposition. Le sous-espace engendré Vect(A) est un sous-espace vectoriel de E qui

kcontient A. Cela justifie a posteriori le

nom d'espace vectoriel en-
DEMONSTRATION. gendré.
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O]

Remarque : Par conséquent, pour prouver qu'un ensemble est un sous-espace vectoriel
de F, il suffit de I'écrire comme un Vect.

Proposition. Vect(A) est le plus petit sous-espace vectoriel de E (au sens de I'inclusion)
contenant A, c'est-a-dire que si F' est un sous-espace vectoriel de E contenant A, alors
Vect(A) C F.

DEMONSTRATION.

O]

Corollaire. Vect(A) est l'intersection de tous les sous-espaces vectoriels de E qui
contiennent A :
Vect(A) = ﬂ F.
F sev.de E
ACF

\

DEMONSTRATION. Notons I I'intersection ci-dessus.

O

Remarque : Supposons que A = @. S'il n'y a pas véritablement de sens a parler de
combinaison linéaire des vecteurs de A (puisqu'il n'y en a pas), les caractérisations
précédentes permettent de donner un sens a Vect(A) : il s'agit du plus petit sous-espace
vectoriel de E contenant @. Comme tous les sous-espaces vectoriels contiennent & et que
{Op} est le plus petit sous-espace vectoriel de F, il est naturel de poser :

[Définition. Par convention, Vect(@) = {0g}. ]

II's’ensuit que
Vect(A) = A

si et seulement si A est un

sous-espace vectoriel.

Preuve déja faite en exemple

de cours dans le chapitre 16.
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'Proposition (ajouter ou retirer un vecteur d’un Vect). Soient A et B des parties‘
de E.
e Si A C B, alors Vect(A) C Vect(B).
En particulier, pour tout

e Pour tout x € E, si x € Vect(A\{z}), alors Vect(A) = Vect(A\{z}). z€E,

Autrement dit, on peut enlever de Vect(A) tout vecteur qui est combinaison linéaires

Vect(A) C Vect(A U
des autres vecteurs de A. ect(A) ect(AU {z})

\

DEMONSTRATION.

O

Proposition (remplacer un vecteur dans un Vect). Soit A une partie non vide de E.

Soit (x,y) € E2?. Supposons que y est une combinaison linéaire de A U {x} avec un| Ainsi un Vect est invariant

coefficient non nul devant x. Alors Vect(A U {z}) = Vect(A U {y}). si on remplace un vecteur
~ x de la famille par un vec-
DEMONSTRATION. teur y qui est combinaison

linéaire de x et d’autres vec-
teurs de la famille, avec un

coefficient non nul devant x.

Remarque : En particulier :

e Pour tout x € F et o € K*, Vect(AU {z}) = Vect(A U {azx}).

e Pourtousz € B, y € Aet (a,f) € K* XK, Vect(AU {z}) = Vect(AU {ax + Sy}).
On peut donc faire des opérations élémentaires sur les vecteurs d'un Vect. Pratique pour
le simplifier!

Exemple : Déterminons F = Vect(X + X3,7, X, X% +1,-5X3).
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Il Familles génératrices, libres, liées et bases

Dans toute cette partie, I désigne un ensemble quelconque non vide d'indices.

1) Familles génératrices

a) Notion de famille (ou partie) génératrice

Définition. Soit (x;);c; une famille de vecteurs de E. On dit que (x;);cs est une famille
génératrice de E si E = Vect(x;);cr, c'est-a-dire si tout élément de E est combinaison
linéaire de (z;)ic;-

Remarques : Reprenons les remarques du paragraphe précédent (sur les sous-espaces
engendrés) avec cette nouvelle notion :
e Autrement dit (x;);cr est une famille génératrice de E si, pour tout = € E, il existe
une famille presque nulle de scalaire (\;);c; telle que z = E i
el

e Avec des quantificateurs, & est une famille génératrice de E si et seulement si

e Par définition, (z;);cs est une famille génératrice de Vect(z;);cr. Par conséquent, si
on cherche une famille génératrice d'un espace vectoriel, il suffit de I'écrire comme un
Vect.

e Cas particulier important : lorsque la famille est finie, disons (z1,..., ), le nombre
de vecteurs dans la combinaison linéaire est fixe égal a3 n (méme si certains coefficients

peuvent &tre nuls) et les vecteurs eux-mémes sont fixés. Dés lors (z1,...,x,) est une
famille génératrice de E si et seulement si :

o Si (z;)icr est une famille de vecteurs de E, on a Vect(z;)icr = Vect(A) avec
A = {z;|i € I} (la différence entre ces deux notations est que, en écrivant

A = {z;|i € I}, on ne conserve qu'une seule fois chaque vecteur dans |'écriture
et que |'ordre ne compte pas). Réciproquement, si A est une partie non vide de F,
on peut |'écrire sous la forme A = {z; |i € I} et alors Vect(A) = Vect(x;);cr. Cela
justifie la définition suivante :

Définition. On dit qu’une partie A non vide de E est génératrice de E (ou que A
engendre E) lorsque E = Vect(A), c’est-a-dire lorsque tout vecteur de E peut s’écrire
comme combinaison linéaire de vecteurs de A.

Exemples : Reprenons les exemples du paragraphe précédent sur les sous-espaces engen-
drés :

e Les familles @ et (0g) engendrent {Og}.

e Sixz # 0p, la famille (x) engendre la droite vectorielle engendrée par x.

e Pour toutn € N, (1,X,...,X™) est une famille génératrice de K,,[ X]

o (X¥)en est une famille génératrice de K[X].

e (X —1,X(X —1),X%X — 1)) est une famille génératrice de I'espace vectoriel {P €
Ks[X]| P(1) = 0}.

e ((—2,1,0),(—3,0,1)) est wune famille génératrice de [I'espace vectoriel

{(z,y,2) € R? |z + 2y + 32 = 0}.

On dit aussi que (z;):cr en-
gendrent E ou encore que
les x;, © € I engendrent E
ou encore que les x;, i € I,
forment une famille généra-

trice.

Attention a I'ordre des quan-

tificateurs.

. tandis que dans le cas
général, on fait varier et le
nombre de vecteurs, et les
vecteurs eux-mémes (cf. pa-

ragraphe 11.5.a).

Dans la pratique, on confon-
dra parfois A = {z;|i € I}
et (zi)icr pour parler sim-
plement de famille incluse
dans une autre ou d'union
de parties, etc. C'est un
abus pratique de notation
qui ne pose pas de probleme
puisque |'espace engendré
par une famille et I'ensemble
des éléments de la famille est
le méme (on a vu que cela
ne changeait pas |'espace en-
gendré d’enlever un vecteur
présent en double ou d'ajou-
ter un vecteur déja présent).
Il faut toutefois bien avoir en
téte que cette identification
a ses limites : par exemple
un élément peut étre répété
plusieurs fois dans une fa-

mille, pas dans une partie.

Lycée Condorcet - MPSI2 24/42

Matthias Gorny



Méthode. Avant d'aller plus loin, donnons-une méthode générale permettant de trouver
une famille génératrice d’un sous-espace vectoriel F' de E : on se donne un vecteur x de F'
et on cherche a I'écrire sous la forme z = Z A\i; avec

el
(qui ne dépendent pas de ) et qui appartiennent a F.

e des vecteurs x1,...,Tn, ...

e des scalaires A\1,..., Ay, ... (qui dépendent de x) et qui sont nuls sauf un nombre fini

d’entre eux.
On conclut alors que F' C Vect(x;);cr. Mais, dans la mesure ou les z; appartiennent aux
sous-espace vectoriel F', on a Vect(x;);er C F. Dés lors (z;);cr est génératrice de F'
Exemples :

e Soitn € N*. Pour tout i € [1;n], notons e; le vecteur de K™ dont toutes les coordonnées
sont nulles sauf la i®*m¢ qui vaut 1. Alors (e1, ..., ey) est une famille génératrice de K",
c'est-a-dire que K™ = Vect(ey,...,e,). En effet :

Par exemple :

. & Il n'y a pas unicité de la famille génératrice. Par exemple, pour tout (x,vy) € K2,
(z,y) = 2z +3y) (1,1) + (== — 3y) (1,0) + (=2y — 22) (0, 1)

donc ((1,1),(1,0),(0,1)) est génératrice de K2. Mais ((1,0), (0,1)) est aussi génératrice
(on voit que (1,1) est superflu dans la premiére famille).

e Soient (n,p) € (N*)2. Pour tout i € [1;n] et j € [1;p], notons E;; la matrice
élémentaire (de taille n x p) d'indice (i, 7). Alors (E; j)1<i<n,i<j<p €St génératrice de
M, ,(K). En effet :

Remarque : Le fait qu'une famille soit ou non génératrice peut dépendre du corps sur
lequel on se place (et alors on écrit Vectk pour préciser qu'on se place sur le corps K).
En effet, selon que I'on prenne K = R ou K = C, les scalaires utilisés pour écrire des
combinaisons linéaires sont des réels ou des complexes et cela peut tout changer.

Par exemple (1) est une famille génératrice de C vu comme un C-espace vectoriel (car
tout complexe z s'écrit sous la forme z = 1-z). En revanche, si on voit C comme un
R-espace vectoriel Vectr(1) = R donc (1) n'est pas génératrice de C. Remarquons que,
pour tout z € R,
z=1Re(z)-1+1Im(z)-i
SN—— SN——
€R €R

(1,i) engendre C (c’est-a-dire C = Vectr(1,1)).

b) Opérations sur les vecteurs d’une famille génératrice

Reprenons maintenant les propriétés des Vect vues dans le paragraphe précédent pour
obtenir des propriétés des familles génératrices :

Il faut réussir a faire ap-
paraitre des scalaires, ce
qui est automatique lorsque
E = K" (les scalaires
proviendront des coordon-
nées) ou £ = M, ,(K) ou
E = K[X] (les scalaires pro-
viendront des coefficients).
Si on travaille avec des équi-
valents, on peut tout de
suite conclure que

F = Vect(:ni)iez.

Avantage supplémentaire :
si on ne savait pas que F
était un sous-espace vecto-
riel, cela prouve que c’en est

un.

On note de la méme fa-
con ces vecteurs peu im-
porte |'espace K", c'est-a-
dire qu’'on note e; a la fois
le vecteur (1,0) et le vecteur
(1,0,0) par exemple, mais
en pratique, il n'y a aucune
ambiguité sur la taille des
vecteurs que |'on manipule
donc cela ne pose aucun pro-

bléme.
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Proposition (ajouter un vecteur dans une famille génératrice). Si on ajoute un
vecteur a une famille génératrice, alors celle-ci reste génératrice.

DEMONSTRATION.

O

On a vu aussi dans le paragraphe précédent qu'un Vect étant invariant si on retire a une
famille génératrice un vecteur qui est combinaison linéaire des autres vecteurs de la famille
ou encore si on effectue des opérations élémentaires sur les vecteurs de la famille. Par
conséquent :

N

Proposition (retirer un vecteur dans une famille génératrice). Si on retire a une
famille génératrice un vecteur qui est combinaison linéaire des autres vecteurs de la
famille, alors celle-ci reste génératrice.

Proposition (opérations élémentaires dans une famille génératrice). Si on effectue
des opérations élémentaires sur les vecteurs d’une famille génératrice, alors celle-ci reste
génératrice.

J

Ainsi, quand on dispose d'une famille génératrice, il est naturel de vouloir la nettoyer de
tous ses vecteurs superflus (en faisant des opérations élémentaires pour faire apparaitre des
combinaisons linéaires permettant de retirer des vecteurs) pour qu'elle contienne le moins
de vecteurs possibles. Mais comment savoir quand s’arréter ? C'est I'objet du prochain
paragraphe.

2) Familles libres, familles liées

a) Cas d’un nombre fini de vecteurs

Définition. Soit n € N*. Soit (x1,...,xy,) € E™. On appelle combinaison linéaire triviale
de la famille (x1,...,x,) la combinaison linéaire dont tous les coefficients sont nuls,
c'est-a-dire 0-x1 + -+ 0. x,.

Remarque : La combinaison linéaire triviale est évidemment nulle (c’est-a-dire égale au
vecteur nul), mais la réciproque est fausse en général.

Par exemple, si on note 1 = (1,0), xzo = (0,1) et x3 = (1,1), alors x1 + x9 —x3 =0 :

on a une combinaison linéaire nulle qui n'est pas la combinaison linéaire triviale.

Définition (famille libre). Soit n € N*. Soit (x1,...,x,) € E™. On dit que la famille
(z1,...,xy,) est libre si la seule combinaison linéaire qui les annule est la combinaison
linéaire triviale, c'est-a-dire

V()\l, soc ,)\n) € Kn,

[ Définition (famille liée). Soit n € N*. Soit (x1, ..., 2,) € E™. On dit que la famille
(21, ...,xy) est liée si elle n'est pas libre, c'est-a-dire s'il existe A1 ..., \, € K non tous
nuls tels que \1x1 + -+ A\, = 0.

J

Dans la définition d'une famille liée, on a bien dit « non tous nuls », ce qui n'est pas
la méme chose que « tous non nuls ».

On confond ici la famille ¥
et la partie contenant les vec-
teurs de la famille. On a vu

que cela revenait au méme.

On dit qu'un tel vecteur est

superflu.

Rappelons que les
opérations élémentaires
consistent :

e 3 échanger I'ordre de deux
vecteurs

e a multiplier un vecteur
par un scalaire non nul

e remplacer un vecteur x
par une combinaison linéaire
des vecteurs de la famille
avec un coefficient non nul

devant z.

On dit également que les
vecteurs xi1,...,Tn Sont
libres ou linéairement indé-
pendants ou encore qu'ils

forment une famille libre.

On dit également que les
vecteurs x1, ..., T, sont liés
ou linéairement dépendants
ou encore qu'ils forment une

famille liée.
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Exemples :

e (1,1),(0,1) et (1,0) forment une famille liée car

e La famille ((1,0,1),(1,1,3), (2

e La famille ((1,0, 1),(1,1,3),(3,—

,—1,0)) de R? est-elle libre ?

1,0)) de R? est-elle libre ?

e Soient n € N. Montrons que (1, X,X?2,... X") est libre.

e Qu'en est-il de la famille (X?> + X +1,X +2,-3,X? —4) de R[X] ?

e Sur C vu comme un R-espace vectoriel, (1,1) est libre.

e Montrons que, pour tout n € N, la famille (x — 1,z — e,z — e

x +— ") de F(R,R) est libre.

e La famille (sin, cos,sin?, cos?) de F(R,R) est-elle libre ?

2z
.

)

Précisons que (0, 0,0) était
solution du systéme ci-
dessus. Il n'est pas éton-
nant de trouver que (0,0, 0)
conviennent pour une fa-
mille liée! En effet, les sca-
laires (0,0, 0) sont toujours
solutions : la famille est libre

si c'est la seule!

On aurait aussi pu prendre
a = 0 mais cela ne permet
pas de conclure. En effet la
combinaison linéaire triviale
est toujours nulle et la fa-
mille est libre lorsque c'est

la seule qui est nulle.
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e Soit n € N*. On se donne a1, ..., a, des réels tels que a1 < as < -+ < a,. Pour tout
i € [1;n], on pose f; : x — e**. Montrons que (f1,..., fn) est libre. Il s’agit d'une
généralisation de I'exemple précédent mais la technique utilisée ne fonctionne plus.

La famille ((1)nen, (2")nen, (3™)nen) de RY est-elle libre ?

e Soit n € N*. Pour tout i € [1;n], notons e; le vecteur de K" dont toutes les
coordonnées sont nulles sauf la i®*™¢ qui vaut 1. Alors (e, ..., e,) est une famille libre
de K™. En effet, donnons-nous (A1, ..., \,) € K" tel que Aje1 + -+ + Ape, = 0. Alors
(Ay.oyAn) =(0,...,0) si bien que tous les \; sont tous nuls.

Soit n € N. La famille (1, X,..., X™) est libre. En effet, donnons-nous n + 1 scalaires
A0y -y Ay tel que My X™ 4+ -+ + M X 4+ Ay = 0. Par unicité des coefficients d'un
polynéme, Ao = -+ = A\, = 0. Soient (n,p) € (N*)2. Pour touti € [1;n] etj € [1;p],
notons E; ; la matrice élémentaire (de taille nxp) d’indice (i, j). Alors (E; j)1<i<n,1<j<p
est libre. En effet, donnons-nous (\; ;) 1<i<n une famille de scalaires telle que

1<g<p

n p

SN NjEij = Onp.

i=1 j=1

Ci-contre, on a a faire a
des sous-espaces vectoriels
de fonctions. La méthode
est trés classique : montrer
que des familles de n fonc-
tions (avec m petit) sont
libres, revient a montrer que
n scalaires sont nuls donc
on essaie de trouver un sys-
teme de n équations et de
le résoudre. On peut essayer
d’'évaluer la combinaison li-
néaire nulle en n réels bien
choisis pour obtenir ces n
équations. On peut aussi
faire apparaitre un polynéme
ou encore utiliser des ar-
guments de limites. Méme
technique pour les familles

de suites.

Remarquons que, dans les
exemples de familles libres
ci-contre, on a seulement rai-
sonné par implications la plu-
part du temps et non par
équivalences. Et c'est suffi-
sant pour montrer qu’une
famille est libre puisque la
réciproque est évidente (la
combinaison linéaire triviale

est nulle)...
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Pour tous i et j, le coefficient d'indice (i, j) du membre de gauche vaut \; ; (car les
autres matrices élémentaires ont un coefficient nul a cet endroit) et celui du membre de
droite vaut 0 si bien que \; ; = 0.

La définition d'une famille liée (en tant que famille non libre) est la définition officielle
mais la caractérisation suivante est plus parlante :

Proposition. La famille (z1,...,x,) est liée si et seulement si I'un des vecteurs de la
famille est combinaison linéaire des autres, c'est-a-dire

i € [1;n], x; € Vect(z1, ..., Tie1, Tit1y .- Tn).

\

DEMONSTRATION.

O

Une famille libre est donc libre si et seulement si aucun vecteur n'est combinaison linéaire
des autres. On en déduit les cas particuliers suivants :

Proposition.
o Soit x € E. La famille a un élément (x) est libre si et seulement si = est non nul.

o Soit (x1,72) € E?. La famille (x1, ) est libre si et seulement si x1 et x5 ne sont
pas colinéaires.

Ce n'est plus vrai si on a au moins trois vecteurs! Une famille dont tous les vecteurs
sont deux a deux non colinéaires n'est pas forcément libre.

Par exemple, la famille ((1,0,1),(1,1,3),(2,—1,0)) est liée (cf. exemples ci-dessus),
alors que ses vecteurs sont deux a deux non colinéaires.

A partir de trois vecteurs, il n'y a rien d'autre que la définition pour montrer qu'une famille
est libre.

b) Cas général

Définition. On dit qu’une famille quelconque de vecteurs de E est libre si toute sous-
famille finie est libre. Elle est dite liée dans le cas contraire.

Remarques :

e Par conséquent, quand on veut commencer par prouver qu'une famille infinie est libre,
on commence par se donner une sous-famille finie quelconque. On commence donc par
écrire : soit (z1,...,%,) une sous-famille finie. Montrons qu'elle est libre.

... En revanche, les équiva-
lences sont indispensables
pour trouver une combinai-
son linéaire nulle non triviale
et prouver qu'une famille est
liée (2 moins de deviner une
telle combinaison linéaire et

de vérifier qu’elle I'est).

Erreur tres tres classique!'!
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e Lorsque la famille est indexée par un sous-ensemble de R (typiquement N, +, voire

R), on commencera par écrire : soient i1,..., i tels que i < -+ < in, MOBRORS S a un ordre na-
Ziy, ..., 2, forment une famille libre. Cela permet de s'assurer que les indices,sQat, scls.
distincts.

Exemple : La famille (X*)cn est libre. En effet :

Par négation de la définition d'une famille libre, une famille quelconque est liée lorsqu’elle
contient une sous-famille finie liée. Si une famille contient une sous-famille (pas forcément
finie) liée, c'est que la sous-famille contient une sous-famille finie liée et donc c'est donc
aussi le cas de la famille originelle, qui est par conséquent liée. Dans tous les cas (que la
sous-famille soit finie ou non), on a donc le résultat suivant :

Proposition. Si une famille contient une sous-famille liée, alors cette famille est elle-méme
liée .

Par contraposée :

(Corollaire. Une sous-famille d’une famille libre est libre. )

Attention, une famille dont toutes les sous-familles strictes sont libres peut étre liée!
Par exemple, on peut avoir (x1, x2, x3) liée mais (x1,x2) libre, ainsi que (1, x3) et (x2, x3),
voir le dernier exemple du paragraphe précédent.

La caractérisation des familles liées finies se généralise aussi :

Proposition. Une famille (z;);c est liée si et seulement si I'un des vecteurs s'écrit comme
combinaison linéaire des autres.

DEMONSTRATION.

o Si (z;)ies est liée, alors elle admet une sous-famille finie liée et, dans cette sous famille
un vecteur est donc combinaison linéaire des autres et donc des autres vecteurs de la
famille originelle.

e Réciproquement, supposons que |'un des vecteurs soit combinaison linéaire des autres,
disons z;,. Alors x;, est combinaison linéaire d'un nombre fini d'autres vecteurs de la
famille. Les vecteurs en questions et xz;, forment alors une famille liée finie et donc
(x;)ier est liée. O

En particulier :

Corollaire.
e Si une famille contient le vecteur nul, elle est automatiquement liée.

e Une famille de vecteurs contenant deux vecteurs colinéaires est automatiquement liée.

Comme pour les familles génératrices, on peut encore généraliser la notion de famille
libre/liée a une partie quelconque de vecteurs de E' :

Définition. On dit qu'une partie A non vide de E est libre (respectivement liée) si la
famille constituée des vecteurs de A est libre (respectivement liée).

[Définition. Par convention, & est libre. ]

On dira parfois qu'une « sur-
famille » d'une famille liée

est elle-méme liée.

Comme on vient de le voir,

réciproque fausse !
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c) Opérations sur les vecteurs d’une famille libre

Proposition (ajouter ou retirer un vecteur dans une famille libre).
e Si on retire un vecteur a une famille libre, celle-ci reste libre.

e Sion ajoute un vecteur a une famille libre qui n'est pas combinaison linéaire des vecteurs
de la famille, alors elle reste libre. Autrement dit, si £ est libre et y ¢ Vect(.£), alors

ajouter y a £ la laisse libre.

\ J

DEMONSTRATION.

e On a déja vu plus haut qu'une sous-famille d'une famille libre est libre.
e Soient £ une famille libre et y ¢ Vect(.Z).

d) Le cas des familles de polyndmes échelonnées en degré

Définition. On dit qu’une famille de polynémes non nuls est échelonnée en degré si elle
est constituée de polynémes de degrés deux a deux distincts.

Remarque : Autrement dit

e Une famille (Py,..., P,) de K[X] est échelonnée en degré si (quitte a renuméroter)
Py # 0 et si, pour tout k € [0;n — 1], deg(Py) < deg(Piy1).

e Une famille (P,)nen de K[X] est échelonnée en degré si (quitte a renuméroter) Py # 0
et si, pour tout k € N, deg(Py) < deg(Pry1).

[Proposition. Une famille de polynémes échelonnée en degré est libre. ]

DEMONSTRATION.

On peut la noter ZU(y) par

abus de notation.

On a déja vu qu'une sur-
famille d’une famille liée est
liée donc ajouter un vecteur
a une famille liée la laisse
liée. En tout généralité, il est
bien plus compliqué de dire
ce qui se passe lorsqu’on re-
tire un vecteur a une famille
liée. Ce n'est de toute facon
pas trés intéressant puisque
I'objectif est surtout d'obte-
nir des familles libres et que,
en présence d'une famille
liée, on essaye de lui enlever
des vecteurs (qui sont com-
binaison linéaire des autres)
jusqu’'a ce qu'elle devienne

libre.
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O]

Exemple : La famille (2, X +1,5X2% —2, X* +3X?2 + 1) est libre car échelonnée en degré.

& La réciproque est fausse : une famille libre n'est pas forcément échelonnée en degré!
Par exemple : fixons n € N puis a et b deux éléments de K tels que a # b. Pour tout
k € [0;n], notons P, = (X — a)*(X — b)"~*. Montrons que (Py)nen est est une
famille libre.

e) Unicité des coefficients dans une famille libre

'Proposition (Unicité des coordonnées sur une famille libre). Soit (z;);cs une famille]
libre. On suppose qu'il existe deux familles presque nulles (c;);cr et (5i)ier telles que

> ami =) Bimi

il il

Alors, pour touti € I, a; = f3;.

J

DEMONSTRATION. On a alors Z(ai — Bi)x; = 0 et la famille est libre donc, pour tout
i€l
ieI,ai—ﬂi:Odoncaizﬁi. ]

Ainsi la liberté d'une famille garantit |'unicité des scalaire dans toute combinaison linéaire,
quand le caractére générateur assure |'existence de combinaisons linéaires. On retrouve
le fameux duo existence/unicité. Dans le prochain paragraphe, on les regroupe tout
naturellement.

La réciproque est fausse :
une famille de polynémes
peut étre libre méme si
deux polynémes de la fa-
mille sont de méme de-
gré. Par exemple la famille
(X +1,X) est libre (puisque
X +1 et X ne sont pas coli-
néaires) mais pas échelonnée

en degré.

%ors qu’elle n'est pas éche-

lonnée en degré puisque
deg(Px) = n pour tout
ke N.
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3) Bases

a) Définition et premiers exemples

(Définition. Une base de E est une famille de vecteurs de E qui est a la fois libre et]
génératrice.

J

Théoréme.

e Soit n € N*. Pour tout i € [1;n], notons e; le vecteur de K™ dont toutes les
coordonnées sont nulles sauf la i*m¢ qui vaut 1. Alors (e1,. .. ,e,) est une base de K™,
appelée base canonique.

e Soient (n,p) € (N*)2. Pour tout i € [1;n] et j € [1;p], notons E; ; la matrice
élémentaire (de taille n x p) d’indice (i, 7). Alors (E; j)1<i<n,1<j<p €St une base de
M, »(K), appelée base canonique.

o Pour toutn € N, (1,X,...,X™) est une base de K,,[X], appelée base canonique.

o (X")pen est une base de K[X], appelée base canonique.

J

DEMONSTRATION. Montré dans les exemples des paragraphes Ill.1.a (pour le caractére
générateur) et I11.2.a et I11.2.b (pour la liberté). O

Exemples :

e Sur C vu comme un C-espace vectoriel, (1) est une base. Si on considére C comme un
R-espace vectoriel, une base est (1,1).

e Par convention, & est libre et Vect(2) = {Og} donc (&) est une base de {Og}.

& A part pour {0g} (dont seule @ est une base), il n'y a jamais unicité d'une base et
méme il y en a une infinité (il suffit de multiplier un vecteur par un scalaire non nul par
exemple).

b) Existence et unicité de la décomposition selon une base

Théoréme (Existence et unicité de la décomposition selon une base). Soit % =
(ei)ier une famille de vecteurs de E. Alors 9 est une base si et seulement si, pour
tout x € E, il existe une unique famille de scalaires presque nulle (o;);cr telle que

Ir = E [e 717

i€l

Le cas échéant, pour tout ¢ € I, on dit que «; est la coordonnée d’indice i de x dans la

J

| base A.

DEMONSTRATION.

& Si on change de base, les coordonnées d'un vecteur changent.

L appellation « base cano-
nique » signifie que c'est
la base qu’on utilise par
défaut :

contraire, on munira tou-

sauf mention du

jours les espaces-vectoriels
ci-contre de leurs bases ca-

noniques.

Disons le tout de suite : ce
théoréme est la raison d’étre

de ce chapitre!

II'y a donc unicité des coor-
données d'un vecteur dans
une base donnée.

Ne pas confondre avec
il y a unicité d’une base. On
vient de dire qu'un espace
vectoriel non nul admet une

infinité de bases.
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Par exemple :

Exemple : Montrons que la famille (1,1,1),(1,2,3),(2,1,1) est une base et donnons les
coordonnées de (1,—1,1) dans cette base.

Dans certains exercices, les
coordonnées de x sont no-
tées (zi)icr (par exemple

on note parfois (z1,z2,3)

un vecteur de K?) et, dans
Avec la méthode du pivot de Gauss, on trouve que la matrice A est inversible, d’inverse demies, (o-er QoS
une famille de vecteurs. ||
faut donc étre vigilant, car
selon les cas certaines nota-
tions peuvent désigner des

vecteurs ou des scalaires.

c) Bases de polynomes échelonnée en degré

On a vu qu'une famille de polynémes échelonnée en degré est libre. Nous admettons
temporairement le résultat suivant concernant les bases de polyndmes échelonnées en degré
(nous la montrerons dans le chapitre 31).

Théoreme. Soit n € N. Si A est une famille de n + 1 polynémes de K,,[X] échelonnée
en degré (c’est-a-dire, pour tout k € [0;n], & contient un et un seul polynéme de degré
k), alors % est une base de K,,[X].

Exemple : La famille (2, X —4,X? —3X + 1, X3 — 5, X* + X) est une base de K4[X].

(Théoreme. Soit n € N. Si B est une famille de polynémes qui contient un et un seul
polynéme de degré k pour tout k € N, alors c'est une base de K[X].

DEMONSTRATION.
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IV Somme de sous-espaces vectoriels

Dans ce paragraphe, on se donne Fj et F, deux sous-espaces vectoriel de F.

1) Somme de deux sous-espaces vectoriels

rDéfinition. On appelle somme de F; et Fy et on note Fy + F5 I'ensemble

i+ = {xl + 29 } (:Cl,xg) € Fy x FQ}.

S

Remarque : Avec des quantificateurs, pour tout = € F,

Exemples :

e Dans R2, si Fy et Fy sont deux droites vectorielles (rappelons qu’une droite est un
sous-espace vectoriel engendré par un vecteur non nul) distinctes, alors R? = Fy + Fy.
En effet donnons-nous (a1,b1) et (as,bs) deux vecteurs non colinéaires de R? tels
que Fy = Vect((a1,b1)) et Fo = Vect((az,b2)). Alors ajby — asby # 0. Pour tout
(z,y) €R?, on a

xbe — yaz yay — xby
= 2 9J72 b - by).
(2, y) P — (a1,b1) + P — (a2, b2)
=r1€EMN =xo€F>

Ici. on peut méme montrer que x1 € F) et xo € F, sont uniques (cf. critéres d'unicité
du paragraphe suivant).

e Dans R3, si Fy et Fy sont deux plans vectoriels (rappelons qu'un plan vectoriel est un
sous-espace vectoriel engendré par deux vecteurs non colinéaires) distincts, on a encore
R3 = [} + Fy (cf. chapitre 31 pour une preuve) mais il n'y a pas unicité de x1 et de x.
Sur le dessin ci-dessous le vecteur x s'écrit a la fois x = x1 + x9 et x = y1 + Y2 avec
x1,Yy1 distincts dans Fy et xo,yo distincts dans Fy.

Autrement dit F; + F» est
I'’ensemble des vecteurs de
FE qui s’écrivent comme la
somme d’'un vecteur de I}

et d'un vecteur de F5.

Puisque dans cet exemple,
il y a unicité, on dira dans
le chapitre 29 que z; est le
projeté de x sur F} paralle-
lement a F5, et que x> est
le projeté de x sur F» paral-
lelement a F3.
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& On n'a pas forcément £ = F + F5.
Par exemple, dans R3, si F; et F, sont deux droites vectorielles distinctes, alors Fy + F
est un plan vectoriel (i.e. contenant 0) mais pas R? tout entier :

y/
-
—

Toutes ces considérations d’existence et d'unicité sont au coeur de ce chapitre.

[Proposition. La somme Fy + Fy est un sous-espace vectoriel de E qui contient F et Fy ]

DEMONSTRATION.

O]

Exemple : On vérifie aisément que les ensembles G = {(x,y,2) € R*|x = 0},
Fi = {(v,9,2) € R¥|z =y = 0} et Fy = {(x,9,2) € R¥|z = 2 = 0} sont des
sous-espaces vectoriels de R3. Montrons que Fy + F» = G.

Rappelons que, en général, I'union de deux sous-espaces vectoriel n'est pas un sous-espace
vectoriel (cf. paragraphe 11.5). En revanche on a :

[Proposition. Soient A et B des parties de E. On a Vect(AU B) = Vect(A) + Vect(B).]
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DEMONSTRATION.

O

[Corollaire. Fy + Fy = Vect(Fy U F). ]

DEMONSTRATION. Puisque F} et Fb sont des espaces vectoriels, on a I} = Vect(F}) et
Fy = Vect(F,) donc I'égalité découle de la proposition précédente. O

(Corollaire. Supposons que Fy et F» admettent des familles génératrices 4, et %
respectivement. Alors la concaténation des familles %, et %» (c'est-a-dire la famille
obtenue en mettant bout a bout les deux familles) est génératrice de Fy + Fy.

DEMONSTRATION.
O
[Proposition. Si Fy C Fy, alors I} + Fy = Fy. ]
=11 F
Y—z
DEMONSTRATION.
O

2) Somme directe de deux sous-espaces vectoriels

Définition. On dit que Fy et F5 sont en somme directe si tout élément de Fy + F5 se
décompose de facon unique comme somme d’un vecteur de Fy et d'un vecteur de F5. La
somme est alors notée Fy; @ Fy.

Remarques :

e Avec des quantificateurs, la somme est directe si et seulement si :

Vx € Fi + F5, 3!(1’1,$2)€F1><F2, T =x1+ 29

Ainsi F1+F5 est le plus petit
sous-espace vectoriel de E
(au sens de I'inclusion) qui
contient F1UF5. Cela se voit
particulierement bien sur le
dernier dessin ci-dessus, ce-
lui des deux droites vecto-

rielles dans R3.

La concaténation de %
et % est souvent notée
(%,%.) mais aussi % U %,
en |'assimilant a la partie
contenant tous les vecteurs
de ¥ et tous les vecteurs
de %. On a vu que cela ne
changeait rien pour I'espace
engendré.
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e D’un point de vue ensembliste, F} @ F» = F} 4+ Fy, c'est-a-dire que F} ® F5 est le
méme ensemble que F| 4+ F5 : c’est I'ensemble des éléments de E qui peuvent s'écrire
comme somme d'un élément de F} et d'un élément de F5. La seule différence est que,
quand la somme est directe, une telle écriture est unique.

[Proposition. La somme de F + F est directe si et seulement si F1 N Fy = {0g}. ]

Py + F
I
’/FI’

DEMONSTRATION.

Exemples :

e Reprenons l'exemple du paragraphe précédent avec les sous-espaces vectoriels
Fi = {(z,y,2) € R3|z =y =0} et Iy = {(2,y,2) € R®|x = 2z = 0} de R3.
Nous avons déterminé F + F5.

Ainsi F1 N Fy = {(0,0,0)}. Nous en déduisons que la somme est directe.

e Soient = et y deux vecteurs non colinéaires de E. Alors Vect(z) & Vect(y) = Vect(zx, y).
En effet :

Ce dernier exemple se généralise avec la notion de concaténation de bases et de base

adaptée :
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(Définition. On suppose que Fy et Fy sont en somme directe. Soit % une base de F; @ Fy A
On dit que cette base est adaptée a cette somme directe si cette base est la concaténation
\d ‘une base de F; et d’'une base de F5.

J

(Théoreme (de concaténation des bases). Supposons que Fy et Fy admettent des]|
bases respectives %1 et PBs. Les sous-espaces vectoriels Fy et Fy sont en somme directe
|si et seulement si la concaténation de %, et de XAy est une base de | + F5.

J

DEMONSTRATION. Si %, ou % sont vides, alors il n'y a rien a faire. Notons % la
concaténation des bases %) et Hs. On a déja vu que A est génératrice I} + Fb. %is le fait que la conca-

e Supposons que F; et F5 sont en somme directe. Montrons qu’elle est libre. ténation est génératrice de
Fi + F5 est vrai méme si la

somme n'est pas directe.

e Réciproquement supposons que 4 soit une base de F; + F5. Montrons que la somme %

est directe. /
N
€]

Ici, dans R®, (e1,es) est
une base du plan F; et (e1)
une base de la droite F5.
La concaténation (e1, e2,€1)
forme une base de R* donc

R®=F & F.

D'ou I'équivalence. O

3) Sous-espaces supplémentaires

Définition. On dit que F, et F» sont supplémentaires dans E (ou que F) est un
supplémentaire de F5 dans E, ou le contraire) si E = F| @ F5, c'est-a-dire si tout élément
de E s'écrit de facon unique comme somme d'un élément de F et d’un élément de F5.

Si on dit seulement que F

et F> sont supplémentaires,

il est sous-entendu que c'est

Il découle du paragraphe précédent que : dans E.
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Proposition. I et F5 sont supplémentaires dans E si et seulement si E = Fy + F5 et
kFl NEky = {OE}

J

(Théoreme (de concaténation des bases). Supposons que F et F, admettent des)
bases %1 et PBo. Alors Fy et Fy sont supplémentaires si et seulement si la concaténation
‘de B et By est une base de E.

J

Exemples :

e On a aussi vu en début du paragraphe IV.1 que, lorsque u et v sont deux vecteurs non
colinéaires de R?, alors R? = Vect(u) + Vect(v) et on a vu que la somme était directe
dans le paragraphe précédent. Autrement dit deux droites vectorielles distinctes de R>
sont supplémentaires.

e Si E = R3, tout plan vectoriel est supplémentaire avec toute droite vectorielle non
contenue dans le plan. Cela sera immédiat quand on aura vu la théorie de la dimension
dans le chapitre 31.

Montrons-le sur un exemple : la droite vectorielle Iy = Vect((—1,0,1)) et le plan
vectoriel Fy = {(z,y,2) € R3|x —y — 2 = 0} sont supplémentaires.

En fait il n'y a qu'a mon-
trer que E C Fy + F3 et
FiNF> C {0g} puisque les
inclusions contraires sont im-

médiates.

On wvoit donc sur cet
exemple que Vect(u) admet
une infinité de supplémen-
taires (toute autre droite

vectorielle).

Ici il est facile de voir que
I'intersection est réduite a 0
mais trouver la décomposi-

tion n'est pas aisé.

Lycée Condorcet - MPSI2 40/42

Matthias Gorny



Autre méthode possible : uti-
liser le théoréme de conca-
ténation des bases. Une
base de Fy est ((—1,0,1))
et on trouve facilement
qu'une base de F5 est
((1,1,0),(1,0,1)). On véri-
fie que la concaténation de
ces deux bases donne une
base de R?, on conclut et
on trouve la décomposition

exacte.

o Pour tout M € M, (K), A= MEML ¢ S, (K) et B= M=M" ¢ A,(K) et M = A+B.
Ainsi S, (K) + A, (K) € M, (K) et donc il y a égalité. De plus seule la matrice nulle
est 3 la fois symétrique et antisymétrique donc S, (K) N A, (K) = {0}. On en déduit
que S, (K) et A, (K) sont supplémentaires dans M., (K).

e Notons Z(R,R) (resp. P(R,R)) I'ensemble des fonctions impaires (resp. paires) de
R dans R. On montre facilement que ce sont des sous-espaces vectoriels de F (R, R).
On a vu dans le chapitre 2 que toute fonction de R dans R s’écrit de facon unique comme
somme d'une fonction impaire et d'une fonction paire. Dés lors
FR,R)=Z(R,R) ® P(R,R).

e Soit B un polynéme de K[X| de degré n € N*. Le sous-espace vectoriel
F ={P € K[X]|B divise P} est un supplémentaire de K, [X]. En effet :

Remarques :

° & E et {Og} sont supplémentaires, et dans ce cas particulier, il y a unicité (c'est-a-dire s carfandie b qur
E .es.tll'unique SLippIémejntaire de {0} et récipro_quement)..Mais, en g2énéral, il n'y a pas y a unicité de la décompo-
unicité du supplémentaire (cf. exemple des droites vectorielles de R* plus haut). siton E = F @ G (Clest

. & Ne pas confondre un supplémentaire avec le complémentaire. En effet : faux sauf si ' = @ ou

*x Deux sous-espaces vectoriels supplémentaires ne sont jamais disjoints car ils E) avec le fait qu'il y a

contiennent 0. unicité de la décomposition

p . , . , . d'un vecteur x de £ comme
* le complémentaire d’un sous-espace vectoriel de ¥ n'est pas un sous-espace vectoriel

de E car ne contient pas 0, alors qu'un supplémentaire est par définition un sous-
espace vectoriel de F.

somme d'un élément de F' et
d'un élément de G (quand
E=F&QG).
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° & Ne pas confondre « deux espaces vectoriels sont en somme directe » et « deux espaces
vectoriels sont supplémentaires ». En effet, deux espaces vectoriels supplémentaires sont
en somme directe, mais la réciproque est fausse! Il faut une condition supplémentaire :
que leur somme (directe) soit égale a I'espace tout entier.

Par exemple, deux droites distinctes dans R? sont en somme directe mais ne sont
pas supplémentaires car n'engendrent pas tout l'espace.
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