Chapitre 24

Intégration sur un segment

Dans le chapitre 10, nous avons appris a calculer des intégrales sans définir proprement cet
objet et en utilisant exclusivement le théoréeme fondamental de I'analyse (faisant le lien
entre intégrale et primitive) sans le démontrer. Maintenant que nous avons bien exploré
les notions de continuité et de dérivabilité, il est temps de construire la notion d'intégrale
d'une fonction continue sur un segment de sorte qu'elle corresponde a sa définition intuitive
en tant qu’'aire sous la courbe. Nous en profiterons pour étendre cette notion a une classe
plus large de fonctions : les fonctions continues par morceaux. Enfin nous montrerons le
théoréme fondamental de I'analyse.

La construction de I'intégrale consiste a la définir pour des fonctions simples : les fonctions
en escalier. Pour celles-ci il s'agira d'une somme d'aires de rectangles. Puis nous étendrons
cette définition aux fonctions continues par morceaux en montrant d'abord qu'elles peuvent
&tre « approchées » par des fonctions en escalier.

Dans ce chapitre, K désigne R ou C, I et J désignent des intervalles non vides et non
réduits a un point. Enfin a et b désignent des réels tels que a < b.

I Continuité uniforme

Ce paragraphe aurait pu étre présenté dans le chapitre 18 mais, conformément au pro-
gramme, nous |'avons gardé pour ce chapitre. On se donne D une union d'intervalles non
vides et non réduits a un point.

1) Une limitation a la notion de continuité

Rappelons qu'une fonction f : D — K est continue sur D si elle est continue en tout
point de D. Avec des quantificateurs :
Vae€ D, Ye>0, 30 >0, Yre D, |[zx—a|<d = |f(z)— fla)|<e

ou, de facon équivalente (les variables sont muettes et on peut intervertir deux quantifica-
teurs identiques) :

Ve>0,VeeD, 36>0, Yye D, |z—y|<d = |f(x)— fly)| <e.

Autrement dit, si on fixe € > 0, pour tout x € D, il existe un intervalle centré en x dont
les éléments ont leur image dans le cylindre [f(z) —e; f(x) + €.
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Il 'ne s’agit pas d'un chapitre
calculatoire : il n'y a aura
rien de vraiment nouveau en
terme de calcul par rapport
a ceux effectués dans le cha-
pitre 10.

Cette année, cette notion ne
nous servira essentiellement

que pour ce chapitre.
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Dit autrement, a un cylindre vertical correspond un cylindre horizontal, mais le « probleme »
est que la largeur du cylindre horizontal dépend du point x considéré : le § étant défini
aprés le x, il dépend du x. On dit que la fonction est uniformément continue quand « elle
est continue partout de la méme facon » c'est-a-dire quand le ¢ est le méme pour tout z
de D. Voyons ca de facon plus précise.

2) Fonction uniformément continue

Définition. Une fonction f : D — K est dite uniformément continue sur D si :

Ve >0, 30 >0, V(z,y) € D?, |t —y| <6 = |f(z) — fy)| <e.

Interprétation géométrique. A ¢ fixé, il existe un § > 0 tel qu’en ne faisant que des pas

de largeur  horizontalement, on ne peut pas faire des sauts d'amplitude supérieure a e.

Quand une fonction est uniformément continue, on ne peut pas faire des sauts de trop
grande amplitude si on ne s'écarte pas trop, et I'écart maximal est le méme en tout point
de l'intervalle.

[Proposition. Une fonction uniformément continue sur D est continue sur D. ]

DEMONSTRATION. S'il existe un § > 0 qui convient pour tous les z € D, alors pour tout

x € D, il existe un § > 0 qui convient. O
[Proposition. Une fonction Lipschitzienne sur D est uniformément continue sur D. ]
DEMONSTRATION.

O
Exemples :

e Reprenons les exemples de fonctions Lipschitzienne du chapitre 19 :
* Les fonctions affines sont uniformément continues sur K.
* La fonction valeur absolue est uniformément continue sur K.
* La fonction inverse est uniformément continue sur [1;+o00].
* La fonction carré est uniformément continue sur [—1;1].

e La fonction racine carrée est dérivable sur [1;+oc]| et sa dérivée est bornée par 5 sur

P . - , . .
[1;+oo[. Ainsi I'inégalité des accroissements finis assure qu'elle est §—L/psch/t21enne

sur [1;+oc[ et donc elle y est uniformément continue.

Cependant, elle n'est pas Lipschitzienne sur R’ (et donc encore moins sur R ) tout

entier. En effet :

Toutefois la fonction racine carré est uniformément continue sur R .

Cela se voit bien sur le des-
sin : ce n'est pas le méme ¢
pour z; et x2 alors qu'on a

pris le méme ¢.

La réciproque est fausse,
comme nous allons le voir

ci-dessous.

La réciproque est fausse,
comme nous allons le voir

ci-dessous.
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Remarque : Montrer qu'une fonction donnée est uniformément continue n'est pas facile
en général comme on vient de le voir. Cependant, montrer qu’une fonction f n’est pas
uniformément continue sur D est plus facile : il suffit d’exhiber deux suites (z;,),en et
(Yn)nen a valeurs dans D telles que :

& Ty — Yy — 0.
n—-+0o0o

o (f(zn) — f(yn))nen ne tend pas vers 0.
Montrons que cela prouve que f n'est pas uniformément continue : supposons que nous
ayons de telles suites. Le deuxieme point se traduit par I'existence de € > 0 tel que,

Vng €N, dn=no, |[f(zn) = flyn) > e

Soit 6 > 0. Le premier point entraine qu’il existe ng € N tel que, pour tout n > ng,

|Zn, — yn| < 0. Il existe donc un n > ng tel que |f(xy) — f(yn)| > € et |z, — yn| < 9.

Puisque § > 0 est quelconque, on vient de montrer que :
e >0, V6 >0, Iz, yn) € D?, |20 — yn| <6 et |f(z) — fyn)| > e,
ce qui est précisément la négation du fait que f est uniformément continue.

Exemples :
e Montrons que la fonction carré n'est pas uniformément continue sur R.

Inutile de retenir cette dé-
monstration dans le cas gé-
néral. Par contre il faut sa-
voir le prouver dans des cas
particuliers (il est donc in-
dispensable de connaitre la
négation de « f est unifor-

mément continue »).

Lycée Condorcet - MPSI2 3/43

Matthias Gorny



Montrons que la fonction In n'est pas uniformément continue sur R, . Notons f la

fonction In. Pour tout n € N, si on pose x, = e~ " et y, = e~ (D) alors

Flyn) = f(zn) =In(e ") —In(e™) = —1

Notons e = 1/2. Soit § > 0. Puisque e~ _en 0, il existe n € N tel que
[Yn — @n| <6 et |f(yn) —

e >0, V6 >0, I(zn,yn) € D?, |z,

n—-+00

1
flzpn)| > 5 On a donc prouvé :

donc f n’est pas uniformément continue.

3) Le théoreme de Heine

Comme on I'a vu plus haut, montrer qu'une fonction est uniformément continue est difficile
dans le cas général. Heureusement, dans le cas d'une fonction continue sur un segment, le

résultat est simple :

_yn| <o et |f(xn) -

fyn)| > ¢

.

Théoreme (de Heine). Une fonction continue sur un segment est uniformément
continue.

DEMONSTRATION.

Contrairement a ce que
les exemples précédents

peuvent laisser penser,
une fonction peut étre
bornée sans étre unifor-
mément continue. Nous
montrerons en exercices
que f : x > sin (w2) n'est
pas uniformément continue
(la raison est que les pics
sont de plus en plus raides)

sur R.

Cela se voit bien sur un des-
sin : il existe forcément un
d qui convient pour tout le

monde.
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Il  Fonctions en escalier, fonctions continues par morceaux

1) Subdivisions

~

Définition. On appelle subdivision de [a ;] toute famille finie o = (a;)o<i<n Vérifiant :
a=ayg<ap<---<a,=>

max a; — Qj).
iE[[O;n—l]( H l)

. J

On appelle pas de la subdivision o le réel p(c) =

Exemple :

[ Définition. Soit n € N*. La subdivisions ¢ = (a;i)o<i<n définie par :

b—a
n

est appelée subdivision réguliere (ou subdivision a pas constant) d'indice n.

Vi € [0;n], ai:a—l—ix<

Exemple :

Remarque : Une subdivision o = (ay, . .., a,) est une famille mais on I'assimilera souvent
a I'ensemble {ag;...;a,} pour pouvoir parler d'appartenance, d'inclusion, d'intersection
et d'union de subdivisions.
Par exemple, si o1 = (0,1,2,3) et 02 = (0, 5,1,2,3) sont des subdivisions de [0;3], on
dira que o1 C 0.
De plus, quitte a réordonner les éléments, une union de subdivisions est encore une
subdivision.
Par exemple, si o1 = (0,1,2,3) et o2 = (0, %, V/2,3) sont des subdivisions de [0; 3],
alors on notera o1 U oy = (0, %, 1,v2,2,3).

Définition. Soient o1 = (a;)o<i<n €t 02 = (bj)o<j<p deux subdivisions de [a ;b]. On dit
que oy est plus fine que o1 si o1 C oy c'est-a-dire si oo contient tous les éléments de o;.

Exemple : Ci-dessous, oo = (bj)o<j<7 est plus fine que o1 = (a;)o<i<s-

Sis}

oo |||
Sl
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o0 Qo
[

Q% Q% by b5

o) 3 o o

Le pas de la subdivision est
le plus grand écart entre

deux a; consécutifs.

Une subdivision est donc une
famille finie de [a;b] stric-
tement croissante dont le
terme initial est a et le terme
final est b. Sous entendu
dans la notation, n est un
entier naturel (et méme non

nul dés que a < b).

C’est la subdivision obtenue
en coupant le segment [a ; b]
en n morceaux égaux. Son

pas est constant égal 3 =2,
n

Une subdivision plus fine
qu'une autre contient plus
de points donc a évidem-
ment plus d’'éléments, mais
la réciproque est fausse! Ce
n'est pas parce qu'une sub-
division a plus d'éléments
qu'une autre qu'elle est
plus fine, les différents élé-
ments des deux subdivisions

peuvent se trouver a des en-
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Proposition. La relation « étre plus fine que » est une relation d’ordre sur |'ensemble des
subdivisions de [a ; b].

DEMONSTRATION. Découle directement du fait que I'inclusion est une relation d’ordre
sur I'ensemble des parties de [a ;b]. O

2) Fonctions en escalier

Définition. Soit f : [a;b] — K. On dit que f est en escalier sur [a;b] s'il existe
une subdivision o = (a;)o<i<n telle que, pour tout i € [0;n — 1], f est constante sur
Jaisaita].

On dit que la subdivision o est adaptée a la fonction en escalier f.

Remarques :

e En d'autres termes, une fonction en escalier sur [a;b] est une fonction constante sur un
nombre fini d'intervalles ouverts de [a; b] avec des valeurs quelconques « aux points de
jointure » entre les différents intervalles.

e En particulier, une fonction constante sur [a;b] est en escalier sur [a;b].

e Lorsque f est une fonction en escalier dont o = (a;)o<i<n €st une subdivision adaptée,
alors :

* elle ne prend qu'un nombre fini de valeurs (les n valeurs sur les n intervalles ouverts
lai;ai+1] et les n+ 1 valeurs en les points de la subdivision ayg, ..., a,).

* elle est continue sur chaque intervalle ]a; ; a;4+1[ (car constante). Les seuls points de
discontinuité éventuels sont les points de la subdivision.

Exemples :

o Ci-dessous le graphe d’une fonction f en escalier sur [a;b] et a valeurs réelles dont
(ao,a1,a2,as,ayq) est une subdivision adaptée. Elle est continue en asz bien qu'il s'agit
d’un des points de la subdivision. Elle est aussi continue a droite (mais pas a gauche)
en ay. La subdivision (ag, a1, az,as) est également adaptée a f.
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e La fonction 1y, est en escalier sur [~1;1]. Une subdivision est (—1,0,1) mais aussi

1
(_1a 2 07 %7 )
e Pour tout n € N*, la fonction partie entiére est en escalier sur [0;n] et la subdivision
(k)o<k<n est adaptée. Mais la subdivision (0, %, 1,2,3,m,4,5,...,n) est aussi adaptée.

... En d’autres termes, on
obtient une subdivision plus
fine en ajoutant des points.

En d'autres termes, une sub-
division o = (ai)o<ign est
adaptée a la fonction f si
f est constante sur les in-
tervalles ouverts délimités
par o, c'est-a-dire sur les

]ai 5 lli+1[-

Ces valeurs n'étant pas dis-

tinctes a priori.

Cela ne signifie pas qu'elle
soit discontinue en tous les
points de la subdivision :
si les valeurs de f sur
lai—1;ai[, sur]a;;a:i11] et
en a; sont égales, alors f
est continue en a;. On peut
alors enlever a; de la subdi-

vision... ou la laisser.

Il n'y a donc jamais unicité

d’une subdivision adaptée.
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Proposition. Si f est en escalier sur [a ;b] et si o est une subdivision adaptée, alors toute)
subdivision de [a ;b] qui plus fine que o est encore adaptée a f.

~» DEMONSTRATION LAISSEE EN EXERCICE.

Lemme. Soient f et g deux fonctions en escalier sur [a;b] et a valeurs dans K. Alors il)
existe une subdivision adaptée a f et a g.

DEMONSTRATION. Considérons o1 adaptée a f et oo adaptée a g. Alors 03 = 01 U 09

est adaptée 3 fetag. O
| |
| |
L | |
£ 3 |
| | |
| | |
i 3 i i
i i i i i
k 7 b ' 4
1 ! r ! iy
i = df di d oo b3
é @ [ @ ]
a = Co c1 (&) C3 b=cy

[Définition. On note &([a;b],KK) I'ensemble des fonctions en escalier sur [a;b] a valeurs]
dans K.

Théoréme. L'ensemble &([a;b],K), muni de la somme et du produit de fonctions, est
un anneau commutatif.

DEMONSTRATION. L'ensemble K[‘“b], muni de la somme et du produit de fonctions, est
un anneau commutatif Il suffit donc de prouver que &(Ja;b],K) est un sous-anneau de
Kle:tl et donc il suffit de prouver que &(la;b],K) est stable par somme, par opposé et
par produit, puisqu’il contient évidemment la fonction nulle et la fonction constante égale
a 1 (sur [a;b]). On se donne donc f et g en escalier sur [a;b] et a valeurs dans K, puis
o = (a;)o<i<n une subdivision adaptée a f et g (une telle subdivision existe d'aprés le
lemme précédent). Par définition d'une subdivision adaptée, pour tout ¢ € [0;n — 1], f et
g sont constantes sur ]a;;a;11] donc f + g, —f et f x g également, si bien que f + g,
—f et f x g sont en escalier, ce qui permet de conclure. O

Proposition. L'ensemble. &([a;b],K) est stable par multiplication externe : pour tous
feé&(a;b],K)etAeK, onalfeé&(a;b],K).

~» DEMONSTRATION LAISSEE EN EXERCICE.

Proposition.
o Soit f € &([a;b],C). Alors Re(f) et Im(f) sont dans &([a;b],R).
e Soient ¢ et 1) dans &([a;b],R), alors ¢ 4+ iy € &([a;b],C).

DEMONSTRATION.
e Soit 0 = (a;)o<i<n adaptée a f. Pour tout ¢ € [0;n —1], f est constante sur |a; ; a;+1]
donc Re(f) et Im(f) aussi. Ainsi Re(f) et Im(f) sont en escalier (et o est adaptée).

e Puisque &([a;b],R) C &([a;b],C) et que ce dernier est un anneau stable par multipli-
cation externe, i) et donc ¢ + i) sont en escalier. O

On a vu en exemple dans
le chapitre 17 que K® était
un anneau commutatif mais
les preuves s'adaptent sans
probléme 3 KZ pour tout en-

semble E/ non vide.

%us dirons dans le chapitre

28 que &([a;b],K) est un

K-espace vectoriel
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Proposition. Si f € &([a;b],K), alors |f] € &([a;b],R). )

DEMONSTRATION. Soient f € &([a;b],K) et o = (a;)o<i<n adaptée a f. Pour tout i €
[0;n — 1], f est constante sur Ja;;a;+1] donc |[f| aussi. Par conséquent
/] € &(asb],K). O

3) Fonctions continues par morceaux

~

Définition. Soit f : [a;b] — K. On dit que f est continue par morceaux s'il existe une
subdivision o = (a;)o<i<n de [a;b] telle que, pour tout i € [0;n —1] :

e f est continue sur ]a;; a;+1]

e f admet une limite a gauche finie en a;1 et une limite a droite finie en a;.

On dit que la subdivision o est adaptée a la fonction continue par morceaux f.

Exemple :
e Une fonction continue sur un segment est continue par morceaux sur ce segment.
e Une fonction en escalier sur un segment est continue par morceaux sur ce segment.

e [a fonction

[-1;3] — R
3 si z=-1
) —x si x€]-1;0]
I x — 2 si =0
e’ si x€]0;1]
L 1 si xz€]1;3

est continue par morceaux sur [—1;3]. Voici son graphe :

Une subdivision adaptée a f est (—1,0;1,3) mais aussi (—1, —%, 1,2,3).

e [a fonction
0;1] — R

f: . 0 si =0
v Losi zel0;1]

n'est pas continue par morceaux. En effet, elle n’admet pas de limite a droite finie en 0.
Son graphe est-ci contre dans la marge.
e [a fonction
0;1] — R

oo
sin

n'est pas continue par morceaux car n'admet pas de limite a droite en 0.

0 si 2=0
(1) si z€]0;1]

z

En abrégé, on dit que f est
cr™.

En d’autres termes,
o = (ai)ogi<n est adaptée
a la fonction f si f est
continue sur les intervalles
ouverts délimités par o,
c'est-a-dire sur les |a; ; ait1]
avec des limites a gauche et
a droite. Les seuls points de
discontinuité éventuels sont
les points de la subdivision.

Cela ne signifie pas
qu'elle soit discontinue
en tous les points de la
subdivision : si les limites
a gauche et a droite de f
en a; coincident avec la
valeur de f en a;, alors f
est continue en a; (et donc
on peut enlever a; de la

subdivision... ou la laisser).

v

I n'y a donc jamais unicité

o

une subdivision adaptée.

&
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Remarque : Lorsque f est continue par morceaux, avec les notations précédentes, pour

tout ¢ € [0;n — 1], f est continue sur Ja;; a;+1[, admet une limite a gauche finie en a;41
et une limite a droite finie en a;. Dés lors f}]a_ i est prolongeable par continuité en a;

—_

et a; 41 en une fonction f; continue sur [a;; a;jt1].

Proposition. Si f est continue par morceaux sur [a ; b] et si o est une subdivision adaptée,
alors toute subdivision de [a;b] qui plus fine que o est encore adaptée a f.

~» DEMONSTRATION LAISSEE EN EXERCICE.

Lemme. Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur [a ;] et a valeurs dans
K. Alors il existe une subdivision adaptée a f et a g.

DEMONSTRATION. Considérons oy adaptée 3 f et oo adaptée a g. Alors 03 = 01 U 09
est adaptée a fetag. O

N

[ Définition. On note €™ ([a;b],K) I'ensemble des fonctions continues par morceaux
sur [a;b] a valeurs dans K.

J

[Théoreme. L 'ensemble P ([a;b],K), muni de la somme et du produit de fonctions,
|est un anneau commutatif.

J

DEMONSTRATION. Montrons que €7™([a ;b] ,K) est un sous-anneau de K% || suffit
de prouver que P ([a;b] ,K) est stable par somme, par opposé et par produit, puisqu'il
contient évidemment la fonction nulle et la fonction constante égale a 1 (sur [a;0]). On se
donne donc f et g continues par morceaux sur [a ; b] et a valeurs dans K, puis 0 = (a;)o<i<n

une subdivision adaptée a f et g (une telle subdivision existe d'aprés le lemme précédent).

Par définition d'une subdivision adaptée, pour tout i € [0;n — 1], f et g sont continues
sur Ja; ; a;+1| admettent des limites a gauche en a;1 et a droite en a; qui sont finies. C'est
donc encore le cas de f+ g, —f et f X g, si bien que f + g, —f et f x g sont continues
par morceaux, ce qui permet de conclure. O

Proposition. L’ensemble. €7 ([a ;] ,K) est stable par multiplication externe : pour
tous f € €P"([a;b],K) et A € K, on a Af € €P"([a; b],K).

~» DEMONSTRATION LAISSEE EN EXERCICE.

Proposition.
o Soit f € €™ ([a;b],C). Alors Re(f) et Im(f) sont dans €7 ([a;b] ,R).
e Soient ¢ et ¢ dans €7 ([a;b],R), alors ¢ + i) € €P"([a;b],C).

~» DEMONSTRATION LAISSEE EN EXERCICE.

(Proposition. Si f € €7"([a;b],K), alors | f| € €7 ([a;b],R). )

~» DEMONSTRATION LAISSEE EN EXERCICE.

En revanche f n'est pas pro-
longeable en a; et a;+1 puis-
qu'elle est déja définie en ces

points.

D

C’est quasiment la méme
preuve que pour les fonc-

tions en escalier.

Nous dirons dans le chapitre
28 que 67" ([a;b],K) est
un K-espace vectoriel
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[Proposition. Une fonction continue par morceaux sur [a ;b] est bornée sur [a;b]. ]

DEMONSTRATION. Soit f continue par morceaux sur [a ; b]. Donnons-nous une subdivision
o = (a;)o<i<n adaptée a f. Soit i € [0;n — 1]. La fonction f est prolongeable en une
fonction J?] continue sur [a; ; a;+1] (cf. remarque plus haut) et cette fonction y est alors
bornée par théoreme des bornes atteintes. Notons alors M; un majorant de |JA“;| sur
[a;;ait1]. Puisque f] et f; coincident sur |a;;a;i+1], | f;| est donc majorée sur Ja;; a;q1]
par M;. Notons alors

M = max{Mo;...; Mp—1;|f(ao)l;[f(a1)];-..;[f(an)]}.
Pour tout = € [a;b], en distinguant les cas selon que x est un élément de la subdivision ou
appartient a un des intervalles ouverts qui la compose, on obtient que |f(z)| < M. Ainsi
f est bornée par M sur [a;b]. O
4) Approximation par des fonctions en escalier
a) Norme infinie

On se donne D une union d’intervalles non vides et non réduits a un point.

Définition (norme infinie). Soit f : D — K une fonction bornée sur D. On note

[flloo = sup |f ()]
zeD

On dit que ||f||co est la norme infinie de f.

Proposition. Soient f et g deux fonctions bornées sur D. Alors :
o || flloc = 0 si et seulement si f est nulle sur D.

A flloo = AN floo-
e Inégalité triangulaire. || f + glloc < [|f|loo + [|9lloo-

e Pour tout A € K,

.

DEMONSTRATION.

e Si f est nulle sur D, alors |f]| est nulle et donc || f||cc = 0. Réciproquement, supposons
que || f]loo = 0. Alors la fonction |f| est positive et majorée par 0 : c'est la fonction
nulle sur D.

e Si A\ =0, I'égalité est immédiate. Supposons que A € K*. Pour tout x € D,
(Af(@)] = Al [ (@)] < AL f lloo-

Ainsi Af est bornée par |A| X || f|loo €t donc [|Af|loc < |A| X || flloc- On recommence
avec 1 et Af au lieu de X et f.et on obtient : |3 X Affoo < |5| X [|Af[loc donc
A% [ lloo < IAflloo Dot Iégalité

e Soit x € R. Par inégalité triangulaire (sur C), on a :

[f (@) + g(@)| < |f(@)] + l9(@)] < [ flloo + llglloo-
Ainsi f + g est bornée par || flloo + [[glloc €t donc |[f + glloo < [[flloo + llglloo- H

Remarques :

e A priori le sup définissant la norme infinie d'une fonction, n'a aucune raison d'étre un
max.

e Comme on I'a vu dans la derniére proposition, une fonction continue par morceaux sur
un segment est bornée sur ce segment (sans atteindre forcément ses bornes). Mais si
elle est continue sur un segment, le théoréme des bornes atteintes assure que le sup de
la définition est un max.

e Lorsque f et g sont deux fonctions bornées de D dans R, la norme ||f — g||oc est
appelée distance uniforme entre f et g.

En cas d'ambiguité sur le do-
maine sur lequel f est borné,
on peut noter plutét

[[flloc,D-

En second année, ces trois
points permettront de quali-

fier || - ||cc de norme.

On utilise plusieurs fois le
fait qu'une borne supérieure
est le plus petit des majo-

rants dans cette preuve.

%— glleo est la distance

maximale entre deux images
d'un méme point de D par
f et par g.
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b) Théoréme d’approximation uniforme

On peut toujours approcher par défaut et pas excés toute fonction continue par morceaux
sur un segment par deux fonctions en escalier avec la précision la plus grande possible :

Lemme. Soit f continue par morceaux sur [a ;] et a valeurs réelles. Soit € > 0. Il existe
@ et 1 deux fonctions en escalier sur [a ;b] telles que ¢ < f < et ) — ¢ < e.

DEMONSTRATION. Supposons que a < b, sinon il n'y a rien a faire. Soit € > 0.

Etape 1. Traitons d'abord le cas d’une fonction continue. Soit f : [a;b] — R continue

sur le segment [a; b].

ao

ai

a2

as

a4

as

Cela signifie bien siir que,
pour tout = € [a; ],

p(x) < f(z) < P(z)

et ¥(z) — p(z) < e.

Dans ce lemme, les
fonctions sont a valeurs
réelles (sinon ¢a n'a pas de

sens de parler d’'inégalités).

En d'autres termes, on fait
des pas de largeur Z’*T“.
L'idée de la preuve est en-
suite trés simple : puisqu’on
fait des pas de largeur in-
férieure a 0, on fait des
« sauts » verticaux d'ampli-
tude inférieure a e (puisque
f est uniformément conti-
nue). En prenant le maxi-
mum égal a ¢ et le minimum
égal a ¢, on est siir d'avoir

pSfStyetp—p<e.
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Etape 2. Traitons maintenant le cas général d’une fonction continue par morceaux. Soit
f :[a;b] — R continue par morceaux sur le segment [a;b]. On considére une subdivision
T = (bj)o<j<p adaptée a f. Pour tout j € [0;p — 1], la restriction de f a ]bj;bji1]
est prolongeable sur [b;;bj11] en une fonction continue f;. En appliquant I'étape 1 a f;,
il existe 1); et ¢; deux fonctions en escalier sur [b;;b;j11] telles que ¢; < f; < 1; et
) — ¢; < €. Définissons les fonction v et ¢ de la fagon suivante :

e Pour tout j € [0;p— 1], ¥ = ; sur |b; ; bt ].

e Pour tout j € [0;p — 1], ¢ = ¢; sur |b; ;bj11].

e Pour tout j € [0;p], p(bj) = f(b;) et ¢(bj) = f(b;).

Montrons enfin que 1 et ¢ conviennent. Soit = € [a;b).

e Si il existe i € [0;p] tel que x = b, alors f(z) = ¢(x) = ¥(x) donc on a bien
p(r) < flx) < () et Y(x) —p(r) <e.

e Sinon il existe i € [0;p] tel que z € ]b;;b;41] et alors f(z) = J?](:r) P(x) = Yj(z) et
p(x) = @j(x). Par conséquent p(z) < f(x) < ¢P(z) et Y(z) — p(z) < e.

Ainsi on a bien o < f <Y ety —p <esura;d]. O

(Théoreme (approximation uniforme par des fonctions en escalier). Soit
f i [a;b] — K continue par morceaux sur [a;b]. Pour tout ¢ > 0, il existe une
fonction en escalier ¢ sur [a;b] telle que ||g — fl|looc < €. On dit que I'ensemble des
Lfonctions en escalier est dense dans I'ensemble des fonctions continues par morceaux.

DEMONSTRATION.

On itere le procédé précé-
dent sur chaque intervalle
ouvert délimité par les points
de la subdivision, et aux
points de la subdivision, on
attribue a ¢ et a ¥ la valeur
prise par f (ce qui n'a au-
cune importance : pour les
fonctions en escalier, les va-
leurs ponctuelles aux points
de la subdivision n'ont au-

cune incidence).
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O]

Corollaire. Soit f : [a;b] — K continue par morceaux sur [a;b]. Il existe une
suite (fn)nen de fonctions en escalier sur [a;b] et a valeurs dans K telle que

1fn = flloo ——— 0.
L n—-+00

DEMONSTRATION.

Remarques :
e En deuxieme année, on dira que :

* La suite de fonctions (f,,)nen converge uniformément vers f (ce qui est plus fort
que de dire que, pour tout = € [a;b], fn(x) —— f(z) et on parle alors de
. —
convergence simple). e

* L'ensemble &([a;b],R) est dense dans 7™ ([a;b],R) au sens de la norme || - ||oo.

Cela découle d'une définition plus large de la densité, valable dans ce qu'on appelle
un espace vectoriel normé.

e Ce résultat est trés important car il va nous permettre, d’une part, de définir l'intégrale
d’une fonction continue par morceaux a partir des intégrales de fonctions en escalier
et, d'autre part, car il permettra d'étendre aux intégrales de fonctions continues par
morceaux des résultats qui sont évidemment vrais pour les intégrales des fonctions en
escalier.

Il Intégrale d’une fonction en escalier

1) Définition

Proposition. Soit f € &(Ja;b],K). Soit 0 = (a;)o<i<n une subdivision adaptée a f.
Pour tout i € [0;n — 1], notons y; la valeur (constante) de f sura;;a;+1[ La quantité

n—1
I(o, f) =D i x (ait1 — ),
i=0

est indépendante du choix de la subdivision o adaptée a f choisie.

Remarque : La quantité I(o, f) est encore égale a

“  (ai+a

i i+1
> f (ZQH) x (ait1 — aq),
1=0

C’est tout a fait analogue
a la définition d'une partie
dense dans R. En effet (cf.
chapitre 14), une partie D
de R est dense dans R si
tout élément de R est limite

d’une suite d'éléments de D.

Les valeurs prises par f en
les points d'une subdivision
adaptée, n’apparaissent pas
dans la définition de I'inté-
grale et donc n’ont aucune
importance. On verra dans le
paragraphe I11.2.c que chan-
ger un nombre fini de valeurs
a une fonction en escalier ne
change pas la valeur de son

intégrale.
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car, pour tout i € [0;n — 1], f est constante sur |a;;a;+1[ donc, en particulier, cette
a; + ai41

valeur est égale a f < 5

[ Définition. Soit f € &(la;b],K). On appelle intégrale de f sur [a;b] (ou dea ab) A

b
quantité I (o, f) ot o est n'importe quelle subdivision adaptée a f. On la note / f(t)de
a

b
ou/ f ou f.
| a [a;b]

Interprétation géométrique. L'intégrale de f sur [a;b] est la somme de toutes les aires
(algébriques, c'est-a-dire négatives lorsque la fonction est négative) des rectangles formés

J

par I'axe des abscisses et les valeurs constantes de f sur chacun des intervalles Ja; ; a;41][.

C’est donc I'aire entre |'axe des abscisses et la courbe.

> — — ————
_Jr------
> ——rh

aop al az a3

DEMONSTRATION. Donnons-nous o7 et o9 deux subdivisions adaptées a f. Montrons

que I(o1, f) = I(o9, f). Supposons dans un premier temps que o9 soit plus fine que o7y.

Notons o1 = (a;)o<i<n €t 02 = (bj)o<j<p (on a donc n < p). Pour tout i € [0;n — 1],
notons y; la valeur de f sur |a;;a;q1[ et, pour tout j € [0;p — 1], z; la valeur de f sur
]bj ;bj-l-l[v si bien que

|
—

p

n—1
I, /) =Y wilaini—a;) et I(og,f) =
=0 j

zj(bj+1 — bj).

i
o

L'idée est de faire des regroupements par paquets dans I(o2, f). Puisque o1 C o9, alors
ao, . .., an appartiennent a oo = (bo,...,by). Posons alors jo = 0, j, = p et, pour tout
kel;n—1], jr =min{j € [1;p—1]|b; = ar}. Onaalors jo < -+ < jn, ag = bjy, .. .,
Ay = bjn- Enfin, notons A() = [[jo ;jl — 1]],A1 = [[,71 ;jg — 1ﬂ, . ,An_l = [[jn—l ;jn — 1]].

]
! ]
* L ;
I : ] ] ]
—t b :
- Lot |
| 1 1
| t : | | : b
| [} | | | |
1 : ] ] )
| I Fomeh
1 ] ]
| : | | !
&— o L 1 %
o L 1 ° [) o
4= gy i L
——A ~—. b3 b4 b5 ~— b= b?
Ao Ay Az An Ay

La fonction f est appelée

I'intégrande de l'intégrale

/a " Fyat.

Ce ne sera plus la définition
pour une fonction continue
par morceaux quelconque,
méme si cette interprétation

sera encore valable.

Cela se voit bien sur le des-
sin ci-dessus : qu’on prenne
g1 ::(ao,al,ag,ag,a4) ou
o9 = (a07a17a2,a4), cette
quantité sera la méme. La
technicité de la démonstra-
tion ne doit pas masquer le
fait que ce résultat est tres

intuitif et se voit trés bien.

Les A; sont « les paquets » :
on part de a; et on prend
tous les éléments de o2 jus-
qu’au prochain, a;+1, exclu.
En clair, on regroupe tous
les points de o2 qui corres-
pondent a une méme valeur
de f.
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Les ensembles d'indices Ay, ..., A,_1 sont disjoints et ont pour union [0;p — 1] (puisque
bj, = a, = b, = p) donc

I(oa, f Z Z zj(bj+1 — by).

1=0 jEA;

Soient i € [0;n—1] et j € A; = [ji; jiv1 — 1]. On a alors j; < j < j+1 < jiy1. Or, par
définition, bj, = a; et bh+1 = a;41 Si bien que b, = a; < b; < bj11 < a;y1. Dés lors, f
étant constante égale a y; sur |a; ;a;11], f est aussi constante égale a y; sur |b;;bjq1[ si
bien que z; = y;. Par conséquent :

n—1
I(og, f) = Z Z Yi(bjy1 — bj)

i=0 jEA;

.
vi > (b1 —b;)

jEA-

3

I
N\g

i
L

]7,+1

Yi Z bj+1 —b;)

I
EM

i
L

yi(bji+1 - bji)

I
3 .
L L[]
)

yi(ai—l-l - az‘)

<.
o

(o1, f)-

Il
~

ce qui est le résultat voulu.

Si o3 n'est pas plus fine que o1, notons o3 = o1 Uas, plus fine que o1 et oy. Dés lors, d'aprés

ce qui précede, I(o1,f) = I(os,f) et I(o9,f) = I(os,f) donc
I(o1, f) = I(0o2, f) : dans tous les cas, on a le résultat voulu. O
Exemples :

e Pour la fonction partie entiére sur [0;3] :

b
e Si [ est constante égale a A, alors f est en escalier et / f)ydt =X x (b—a).

a
L’intégrale d’une fonction constante est égale a la valeur de la constante multipliée par
la longueur de I'intervalle. On retrouve le fameux :

« aire d’un rectangle = longueur x largeur = X\ x (b —a) »

C’est le principe du regrou-
pement par paquets : cf. cha-

pitre 7.

par télescopage.

3 [
2 —i
e
i

0 7 2 3

On note parfois cette inté-

grale, par abus de langage,
b

Adt, qui est donc égale
3\ % (b— a).
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2) Propriétés

a) Relation de Chasles

Proposition (relation de Chasles). Soit f € &([a;b],K). Soit ¢ € |a;b[. Alors

/abf(t)dt:/:f(t)dtJr/cbf(t)dt.

DEMONSTRATION. Soit ¢ = (a;)o<i<n une subdivision adaptée a f : pour tout
i € [0;n — 1], notons y; la valeur de f sur |a;;a;q1].

Supposons dans un premier temps que ¢ € o : il existe donc ig € [1;n — 1] (car ¢ € |a; b|)

tel que ¢ = a;,. On a alors ap = a, a;, = cetag < a1 < --- < a4, = ¢, c'est-a-dire
que 04 = (a;)o<i<i, est une subdivision de [a;c]. De plus, f est constante égale a yg sur
Jap ; a1, constante égale a y; sur Jaj ;ag[, ..., constante égale a yi,—1 sur |ai,—1;a;[: f

est en escalier sur [a;c]|, o4 est adaptée a f et :

i0—1

/C ft)dt = Z yi(air1 — a;).
a i=0

De méme, f est en escalier sur [c;b], 04 = (ai)iy<i<n €st une subdivision de [c;b] adaptée
afet

b n—1
/ F@O)dt =" yilaips —a;).

=10
Finalement :
c b i0—1 n—1
[ swaes [ r@yae= 3 wlan - o)+ Y nlan - a)
a ¢ i=0 i=ig

n—1 b
= vilair —a;) = / f(t)dt
i=0 @

Si ¢ n’appartient pas a o, notons ¢/ = o U {c} : o’ est plus fine que o donc est encore
adaptée a f, et c € 0/, donc le premier cas permet de conclure. O

b) Linéarité

Proposition (linéarité). Soient f et g dans &([a;b],K). Soient X\ et y dans K. Alors

b b b
/ (M) + ug(t)) dt:)\/ f(t)dt+u/ o(t) dt.

DEMONSTRATION. Ce résultat découle immédiatement de la linéarité de la somme.

Prouvons-le pour nous familiariser avec la définition d'une intégrale. Soit o = (a;)o<i<n
une subdivision de [a;b] adaptée a f et g. Pour tout i € [0;n — 1], notons y; la valeur
de f et z; la valeur de g sur |a;;a;41]. Il en découle que \y; + pz; est constante égale a
Af + pg sur ]a;;a;+1]. On en déduit que, d'une part, o est adaptée a A\f + ug, et d'autre
part, que :

n—1

b
/ AS() + pg() dt = (A + pzi) X (aip1 — a)

1=0

n—1 n—1
= )‘Zyi X (a1 — a;) +szi X (@41 — a;)
i=0 i=0

—)\/abf(t)dtJru/abg(t)dt.

On assimi

le 0 a I'ensemble

de ses éléments.

Ici, on utilise la linéarité de

la somme.
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Par récurrence, on obtient :

Corollaire. Soient fi,..., f, des fonctions en escalier sur [a;b] et a valeurs dans K.
Soient A1, ..., \, des éléments de K. Alors

b n b
/ D Nifi() dt:z)\i/ fi(t) dt
¢ =1 i=1 @

c) Modification d’un nombre fini de valeurs

Proposition. Soient f et g deux fonctions de &([a;b],K) qui ne différent que d'un

nombre fini de points. Alors En d'autres termes, les va-

leurs prises par une fonction

b b
/ ft)dt = / g(t) dt. continue par morceaux en
a a

des points isolés ne changent

, pas la valeur de l'intégrale.
DEMONSTRATION. La fonction h = f — g est en escalier et elle est nulle sauf en un nombre

fini de points. Elle est constante égale a 0 sauf en ces points. Si on note ay,...,a,—1 les
points en questions, ainsi que ap = a et a, = b, alors o = (a;)o<i<p est une subdivision
adaptée a h. Des lors :

b p—1
/ h(t)dt =0 x (ais1 — a;) = 0.
@ i=0

Par linéarité, on en déduit que
b
a

b b
[ iwa— [ gwae= [ 0 -gwnar=o .

d) Propriétés de positivité et de croissance

Proposition (propriété de positivité). Soit f € &([a;b],R). Supposons que f est
positive sur [a;b]. Alors

b
/ F(t)dt > 0.

DEMONSTRATION. Soit ¢ = (a;)o<i<n une subdivision adaptée a f. Pour tout
i € [0;n—1], notons y; la valeur de f sur]a;;a;+1[. Par hypothese, y; > 0 et a1 —a; > 0
si bien que

b n—1
/ F@)dt ="y x (a1 — a;) 2 0.
a i=0

Remarques :

e La valeur de l'intégrale étant inchangée si on modifie la valeur de f en un nombre fini
de points (cf. paragraphe précédent), le résultat ci-dessus est encore valable si f est

positive sur [a;b] privé d'un nombre fini de points. )

e Si f est négative, la méme démonstration assure que / f(£)dt <0 : on pourrait 557 ¢ st pas de signe

a
appeler ce résultat « la négativité de I'intégrale », mais on parle plutét de positivité de  constant, on ne peut pas

I'intégrale, méme lorsque f est négative. conclure quant au signe de
son intégrale.
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Proposition (propriété de croissance). Soient f et g dans &([a;b],R). Supposons
que f < g sur[a;b]. Alors 5

[ swas | o).

a

DEMONSTRATION. La fonction g — f est alors continue par morceaux et positive sur [a; b].

b
La propriété de positivité assure donc que / (g(t) — f(t))dt = 0. Par linéarité, il vient
que @

/abg(t)dt—/abf(t)dt>0,

ce qui permet de conclure. O

e) Inégalité triangulaire

Théoréme (inégalité triangulaire). Soit f € &([a;b],K). Alors

[ i < [ o

DEMONSTRATION. Les fonctions f et |f| sont continues par morceaux et on a
—|fl < f < |f]. Par propriété de croissance des intégrales, il vient que

Lorsque x € R et y € R4,
ona—y < x < ysiet seule-

b b b b
—/ If(t)ldtz/ —|f(t)|dt</ f(t)dtg/ 1£(t)] dt, ment si |z| < y.

ce qui permet de conclure. O

IV Intégrale d’une fonction continue par morceaux

1) Définition

[Proposition. Soit f € €7 ([a;b],K).

1. Pour toute suite (fn)nen de fonctions en escalier telle que || frn, — fllco — 0,
n—r+o0 On sait qu'il existe une telle

b
la suite </ fn(t) dt> converge. fonction en escalier d’aprés
a neN

le théoreme d’approximation
2. Si (fa)nen €t (gn)nen sont deux suites de fonctions en escalier telles que

du paragraphe I1.4.b.
[ fn = flloo ——0 et [|gn — flloo —— 0, alors
n—-+00 n—-+oo

b b
im / fult)do = Tim [ g (t)de.

. J

DEMONSTRATION. On rappelle que [|fn — flloo

est la borne supérieure de
|fn — f| et que f est bornée

car continue par morceaux.

Lycée Condorcet - MPSI2 18/43 Matthias Gorny



Lycée Condorcet - MPSI2 19/43 Matthias Gorny



[ Définition. Soit f € €P™([a;b],K). On appelle intégrale de f sur [a;b] (ou de a a b),‘

la limite
lim

Jim [ ot

ol (fn)nen est n'importe quelle fonction en escalier vérifiant || f,, —

b b
la note/ f(t)de ou/ f ou f-
a a [a;b]

flleo ——— 0. On
n——+o0o

Remarques :

o Cette définition est trés satisfaisant géométriquement : on définit I'aire sous la courbe a
I"aide de « petits » rectangles approchant de mieux en mieux la partie du plan située
sous la courbe. La définition ne dépend pas de la facon de réaliser cette approximation.

e Lorsque f est continue par morceau, on emploie la méme notation pour son intégrale
que pour les intégrales de fonctions en escalier formant une suite dont elle est limite.
Ce n'est pas un probleme puisque cette nouvelle définition d’une intégrale prolonge
celle d'une fonction en escalier. En effet, si f est en escalier, elle est continue par
morceaux et la suite (f)nen = (f)nen est une suite de fonctions en escalier telle que

1 = flloe = 1If = flloo =0 = 0Ocet

/ab fut) dt = /abf(t) it —— /abf(t) dt.

Cette limite est I'intégrale de f en tant que fonction en escalier mais aussi, par définition,
I'intégrale de f en tant que fonction continue par morceaux.

e Dans la pratique on n'utilise jamais cette définition en tant que limite pour calculer une
intégrale (elle est trés peu maniable pour les calculs) mais plutdt, vous le savez déja, le
théoréme fondamental de I'analyse lorsque f est continue (cf. paragraphe V.1.a). On
verra aussi comment s'y ramener pour calculer I'intégrale d’une fonction continue par
morceaux.

b
Proposition. Si f € €7 ([a;b] ,R), alors/ f(t)dt e R.

DEMONSTRATION. Le théoréme d’approximation énoncé dans le paragraphe Il.4.c as-
sure qu'il existe une suite de fonctions en escalier a valeurs réelles (f,,)nen telle que

b
|| fn — flloo —— 0. Puisque, pour tout n € N, / fn(t)dt € R, on obtient bien un réel
n—+o00 a

b
a la limite et donc / f(t)dt e R. O

2) Propriétés

a) Relation de Chasles

[Proposition (relation de Chasles). Soit f € €*™(|a;b],K). Soit ¢ € |a;b[. Alors

/abf(t)dt:/acf(t)dt+/cbf(t)dt.

DEMONSTRATION.

On dit encore que f est

I'intégrande de I'intégrale

/b F(t)dt.

Dans la premiére notation, ¢

est une variable muette.

Cela ne veut pas dire pour
autant que toutes les pro-
priétés des intégrales de
fonctions en escalier se pro-
longent immédiatement aux
intégrales de fonctions conti-
nues. Il y a du travail pour
I’affirmer et c’est |'objet du

prochain paragraphe.

Cela peut sembler évident.
Le doute pouvait subsister
dans la mesure ou f pourrait
étre aussi approchée par une
suite de fonctions en escalier
a valeurs complexes. Mais, a
la limite, on obtient a réel

dans tous les cas.
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b) Linéarité

Proposition (linéarité). Soient f et g dans €7 ([a;b],K). Soient \ et . dans K. Alors

b b b
/ (M) + pg(t)) dt:)\/ f(t) dt+u/ g(t)dt.

DEMONSTRATION. Soit (fn)nen et (gn)nen des suites de fonctions en escalier telles que

[ fr = flloo P 0 et ||gn — 9o — 0. Pour tout n € N, A\fy, + uugn est en escalier. = 5 &([a;8],K) est stable

Par inégalité triangulaire sur la norme infinie, par multiplication externe et

[(Afn + 1gn) — (A + pg)lloo = [IA(fn = f) + 1(gn — 9)lloo
< A = Flloo + lpllgn = glloo 7= 0.

pas somme.

Ainsi :
b b
| OO+ ng®) dt = tim [ (o) + non(0)

n—-+oo a

Mais, pour tout n € N, la linéarité de I'intégrale des fonctions en escalier entraine que
b b b
[ Ofa® +nga@) at=x [ g [ gntoya
a a a

n—-+00

—>/\/bf(t)dt+u/bg(t)dt.

On conclut pas unicité de la limite. D [ER d'autres termes, o
. . , ey Ve L la constante dont l'intégrale
La proposition suivante découle de la linéarité de I'intégrale : o Gl B Pinielia oo 7

[Proposition/Définition (valeur moyenne d’une fonction). Soit f € €7™([a;b],K)]
On appelle valeur moyenne de f sur [a;b], la quantité /\

b
u:ﬁ x/ f(t)dt.

On a alors 0

b b
/udt:/ F(t) dt.
a - D’ou son nom de valeur

moyenne.
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[Proposition (partie réelle/imaginaire d’une intégrale). Soient f € €P"([a ;] ,C).‘
On a

b b b
/f(t)dt:/ Re(f(t))dt+i/ Tm(f(¢)) dt,

Re (/abf(t)dt> :/abRe(f(t))dt et Im </abf(t)dt> :/ablm(f(t))dt

DEMONSTRATION. On a f = Re(f) +iIm(f) donc, par linéarité,

b b b
/f(t)dt:/ Re(f(t))dt+i/ T (£ () dt.

On a vu dans le paragraphe 1V.1 que I'intégrale d'une fonction continue par morceaux a
b

b
valeurs réelles est a valeurs réelles si bien que [ Re(f(t))dt € R et / Im(f(t))dt € R.
On conclut par unicité des parties réelles et imz;lginaires d'un complexe(.l

c) Moadification d’un nombre fini de valeurs

Proposition. Soient f et g deux fonctions de €P™ ([a;b],K) qui ne différent que d'un

nombre fini de points. Alors
b b
/ F£(t) dt = / o(t) dt.

DEMONSTRATION. La fonction f — g est nulle sauf en un nombre fini de points. Il s'agit
donc d’'une fonction en escalier et son intégrale est nulle (cf. paragraphe I11.2.C). Par
linéarité, on en déduit que

b b b
[ swai- [Cgwac= [ - gna=o. .

d) Propriétés de positivité et de croissance

rProposition (propriété de positivité). Soit f € €P™([a;b],R). Supposons que f est
positive sur [a;b]. Alors

b
/ F(t)dt > 0.

.

DEMONSTRATION.

En d'autres termes, les va-
leurs prises par une fonction
continue par morceaux en
des points isolés ne changent

pas la valeur de I'intégrale.

Il faut également avoir a < b
(ce cas pourrait se produire

aprés le paragraphe 1V.3).
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'Proposition (propriété de croissance). Soient f et g dans €7 ([a;b],R). Supposons
que f < g sur [a;b]. Alors
b b
[ rwars [

DEMONSTRATION. La fonction g — f est alors continue par morceaux et positives sur
[a;b]. La propriété de positivité assure donc que f;(g(t) — f(t))dt = 0. Par linéarité, il
vient que

.

/abg(t)dt—/abf(t)dt>0,

ce qui permet de conclure. O

e) Propriété de stricte positivité

N

Proposition. Soit f : I — R continue et positive. Soient (a,b) € I? tel que a < b.

b
o Si/ f(t)dt =0, alors f est nulle sur [a;b].

b
e Si f n'est pas identiquement nulle sur [a ;b], alors / f(t)dt > 0.

.

Remarques :

e Ce résultat est faux si f est simplement continue par morceaux. Par exemple I'indicatrice
de {0} a une intégrale nulle, est positive, mais n'est pas nulle sur [—1;1]. Dans le cas
d'une fonction continue par morceaux, on peut juste conclure qu’elle est nulle 1a ou elle
est continue.

™
e Ce résultat est également faux si f n'est pas positive. Par exemple, / cos(t)dt = 0.
0

e |l faut également avoir a < b. Ce cas pourrait se produire aprés le paragraphe 1V.3
(toujours vérifier que les bornes sont dans I'ordre croissant et ne sont pas égales).

DEMONSTRATION. Les deux assertions de la proposition sont équivalentes puisqu’elles
sont la contraposée I'une de I'autre. Supposons que f n'est pas la fonction nulle sur le
segment [a;b)].

c—9 C c+96

Il faut également avoir a < b
(ce cas pourrait se produire

aprés le paragraphe 1V.3).

Ce résultat est faux en géné-
ral pour une fonction conti-

nue par morceaux.

0

Une autre démonstration
sera proposée dans le para-
graphe V.1.b.

Lycée Condorcet - MPSI2 23/43

Matthias Gorny



O]

3
Exemple : Pour tout n € N, l'intégrale de Wallis W,, = / sin”(t) dt est strictement
0

positive puisque c'est I'intégrale d’une fonction continue, positive, non identiquement nulle
sur [0; g] )

f) Inégalité triangulaire

Théoréme (inégalité triangulaire). Soit f € €7 ([a;b],K). Alors

AU@%<LWMMt

DEMONSTRATION. Les fonctions f et |f| sont continues par morceaux et on a
—|fl < f <|f]. Par propriété de croissance des intégrales, il vient que

b b b b
- [wnae= [—rwlas [Croas [l .

ce qui permet de conclure.

3) Extension aux fonctions continues par morceaux sur un intervalle

Définition. Soit f : I — K. on dit que f est continue par morceaux sur I si f est
continue par morceaux sur tout segment inclus dans 1.

Exemple : La fonction partie entiére est continue par morceaux sur R.

Définition. Soit f : I — K continue par morceaux sur I. Soit (a,b) € I*.

b
e Sia=b, on pose/ f(t)dt =0.

b a
e Sia>b, on pose/ f(t)dt:—/b f(t)dt.

Il faut également avoir a < b
(ce cas pourrait se produire

apres le paragraphe 1V.3).

Lorsque x € R et y € R4,
ona—y <z <ysietseule-

ment si |z| < y.

Elle n'est pas en escalier sur
R car, par définition, une
fonction en escalier est défi-

g sur un segment ! !

Ainsi, par définition,

/:f(t)dt:o.
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'Proposition (relation de Chasles). Soit f € €P"(I,K). Pour tous a, b et ¢ dans I, |

/abf(t)dt:/acf(t)dt+/cbf(t)dt.

[Proposition (linéarité). Soient f et g dans €P™(I,K). Soient \ et u dans K. Pour]
tous a et b dans I,

b b b
/ (M () + ng(®)) dt:)\/ f(t)dt+p/ o(t) dt.

~» DEMONSTRATION LAISSEE EN EXERCICE.

Les propriétés de positivité et de croissance, ainsi que I'inégalité triangulaire pour les
intégrales de a a b ne sont plus valables lorsque a > b. En effet, si c'est le cas, on se raméne
a des intégrales dont les bornes sont dans le « bon sens » en multipliant par —1, ce qui a
pour effet de renverser les inégalités. Il est donc vivement conseillé de toujours remettre
les bornes « dans le bon sens », en mettant un moins devant, quand on rencontre des
intégrales pour lesquelles ce n'est pas le cas, avant d'appliquer ces propriétés. Néanmoins,
pour l'inégalité triangulaire on peut retenir :

b max{a;b}
[ o dt] < [T il

min{a;b}

Y(a,b) € I?,

V Calcul d’intégrales

Nous venons de construire rigoureusement la notion d'intégrale d'une fonction continue par
morceaux sur un segment. Mais comment calculer une intégrale ? Comment étudier une

fonction définie a I'aide d'une intégrale ? C'est ce que nous allons voir dans ce paragraphe.

1) Calculs d’intégrales de fonctions continues

a) Le théoréeme fondamental de I'analyse

(Théoreme. Soit f : I — C une fonction continue sur I. Pour tout a € I, la fonction )

F:x»—>/xf(t)dt

est I'unique primitive de f qui s’annule en a. En particulier F est de classe €' sur I.

J

DEMONSTRATION.

Pour la preuve, il suffit d'exa-
miner tous les cas possibles
(a<b<ca<b<e
¢ < a < b etc.) et d'uti-
liser la relation de Chasles
que I'on sait vraie quand les
trois bornes sont dans |'ordre

strictement croissant.

La linéarité de la partie
réelle/imaginaire et l'inva-
riance par modification d'un
nombre fini de valeurs res-
tent également valables si
a > b puisqu’elle sont des
conséquences immédiates de

la linéarité.

Cette version de l'inégalité
triangulaire se démontre en
faisant deux cas selon que
a < boua>b(lecas ol
a = b étant immédiatement

vrai).
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{Corollaire. Toute fonction continue sur un intervalle I admet une primitive sur 1. ]

Corollaire. Soit f : I — C une fonction continue sur I. Pour tout (a,b) € I?, on a

/xf(t)dt—>/bf(t)dt . /bf(t)dt—> " Ftydt.

T—b~— z—at g

DEMONSTRATION. La premiére limite est simplement la conséquence de la continuité
sur I (donc en b) de la fonction F' du théoréme fondamental de I'analyse. La deuxiéme
limite s'obtient de facon analogue en prenant I'opposée de I'intégrale (ce qui a pour effet
d’échanger les bornes). O

Remarques :

e Soit f une fonction définie sur [a;b] qui est prolongeable par continuité en b. Son
prolongement est alors une fonction f qui est continue sur [a;b] tout entier. On a alors

/j F(t)dt = /:f(t) dt —— /abf(t)dt.

T—b~
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e Proposons une autre démonstration du cas d'égalité de la propriété de positivité de
b
I'intégrale. Soit f continue et positive sur [a; b]. Supposons que / f(t)dt = 0. Puisque

a
F' est continue sur I, elle admet une primitive F'. Comme f est positive sur I, on a

F’ = f > 0donc F est croissante sur I. Soit = € [a;b]. On aalors F'(a) < F(x) < F(b).

Mais )
F(b) - Fl(a) :/ F(t)dt =0

donc F'(b) = F(a) et donc F(z) = F(a). La fonction F' est donc constante sur [a;b].

On en déduit que f = F’ est nulle sur [a;b].

e Conformément au programme, démontrons |'inégalité des accroissements finis pour
les fonctions a valeurs complexes en utilisant I'inégalité triangulaire (et le théoréeme
fondamental de I'analyse). Soit f : I — C de classe ¢! sur I avec f’ bornée sur I.

b) Conséquence : trois théorémes de calcul

Dans le chapitre 10, le théoreme fondamental de I'analyse (alors admis) nous a permis de
montrer ces trois théorémes fondamentaux pour le calcul :

Théoréme. Soit f : I — R une fonction continue sur I. Pour tout (a,b) € I?,

b
/ f(t)dt = F(b) — F(a).

. J

(Théoreme (formule d’intégration par parties — IPP). Soient u et v deux fonctions]|
de classe €' sur I et a valeurs complexes. Soient (a,b) € I*. Alors

b b
/ o (H)o(t) dt = [u(t)v(t))’ —/ u(t)v'(t) dt.

. J

[Théoreme (formule de changement de variable). Soit f : I — C continue sur I)
Soit J un intervalle de R et ¢ : J — R une fonction de classe € sur J telle que
o(J) C I. Pour tout (o, B) € J?,

o(B) B
/ f(t)dt = / F o) ¢ (u) du.
o(a) a

Une autre preuve a été pro-

posée dans le chapitre 19.

Nous renvoyons alors au cha-
pitre 10 pour leur démons-
tration et pour de nombreux
exemples de calcul. Les cal-
culs ne sont pas le but du

présent chapitre.

On dit que l'on effectue

le changement de variable

t = p(u).
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2) Calcul d’intégrales de fonctions continues par morceaux

Dans le paragraphe I1.3, nous avons vu que, si f est une fonction continue par morceaux sur
[a;b] et si 0 = (a;)o<i<n €St une subdivision adaptée a f alors, pour tout i € [1;7n — 1],
la restriction f; de f a Ja;;a;41[ est prolongeable en une fonction continue sur [a;; a;41],
notée f;.

Ci-dessous, a gauche, le graphe d’une fonction continue par morceaux, et a droite, le
graphe avec les f;.

~

[Proposition. Soit f [a;b] — C continue par morceaux sur [a;b]. Soit 0 = (a;)o<i<n
une subdivision adaptée a f. Alors :

/abf(t)dt = g/aaﬂ fi(t)dt

ot, pour tout i € [0;n — 1], f; est la fonction continue sur [a; ; a;+1] qui coincide avec
S sur|a; ;a1

J

DEMONSTRATION. D’apres la relation de Chasles :

/a " Ftydt = 2 / + F(t)dt

Or, pour tout i € [0;n — 1], f et ﬁ sont égales sauf en a; et a;41 donc en un nombre fini
de points donc ont la méme intégrale, ce qui permet de conclure. O

En d’'autres termes, quand on a une fonction continue par morceaux, dont la définition
n'est pas la méme selon l'intervalle sur lequel on se place, on calcule son intégrale en
calculant I'intégrale des fonctions continues qui « la constituent », sur chaque intervalle
formé par les points de la subdivision.

Exemple : Reprenons I'exemple de la fonction

[-1:3] — R
3 si r=—
] —x si xz€]-1;0]
I x — 2 si x=
e’ si x€]0;1]
1 si x€]l;3

du paragraphe 11.3. Alors :

Comme on I'a dit dans le
paragraphe 1.3, ce n'est pas
f qu’on prolonge car elle est
déja définie en les a;.

On retrouve le fait que
les valeurs des points iso-
Iés n'ont aucune incidence
sur la valeur de l'intégrale.
Par exemple, ci-dessous, les
valeurs en —1, et 0 n'inter-

viennent pas.
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3) Intégrales de fonctions paires, impaires, périodiques.

Proposition (intégrales et parité). Soient a > 0 et f une fonction continue par
morceaux sur [—a;a) et a valeurs complexes.

e Si f est paire, alors f(z)dz = 2/ f(z)dz.
—a 0

a
e Si f est impaire, alors f(z)dz = 0.
—a

\ J

DEMONSTRATION. La preuve a déja faite dans le chapitre 10 lorsque f est continue.
Supposons f continue par morceaux sur [—a;a| et considérons une subdivision o adap-
tée a f. Si ce n'est pas déja le cas, ajoutons 0 a la subdivision o et ajoutons lui
les opposés de toutes les valeurs de la subdivision. On obtient alors une subdivision
o' = (ag,...,ap—1,ap,Apt1,...,a2,) avec a, = 0 et, pour tout ¢ € [1;p], ap—i = —ap4s.
On utilise alors la proposition du paragraphe précédent :

a p1 ap—i Aptitl
f(t)dt = ( fp—i(t)dt + fo+i(t) dt) ;
—a ,LE:% /apil P /ap+i e

ou, pour tout i € [0;2p — 1], ]7; est la fonction continue sur [a; ; a;+1] qui coincide avec f
sur Ja; ; aiv1.

Pour tout 7 € [0;p—1], };_i est continue sur I'intervalle [ap—;—1 ; ap—;] donc on peut effec-

tuer le changement de variable t = —x (avec z — —x de classe €™ sur [ap—;—1;ap]) :
Ap—i —ap—i Ap+i+l _
[ Rwa= [ 7 R can = [T e
Ap—i—1 —Qp—i—1 Ap+i
Des lors

a Pl cappinn -
foat =3 [ (Fri0) + i)

-a i=0 "%

e Si f est paire sur |—a;a[, pour tout i € [0;p — 1] et t € Japti;aptritil,
fp—i(—=t) = f(—t) = f(t) = fp+i(t) et cette relation reste valable aux deux bornes par
continuité. On obtient alors :

a p—1 ptitl p—1 Aptitl _ a
RELEY I 2yt =2 3 [ Rar=2 /0 F(t)dt.

p+1 p+1

p+1

e Si f est impaire sur |—a;al, pour tout i € [0;p — 1] et t € Japti;apritil,
fp—i(—t) = f(=t) = —f(t) = —fpti(t) et cette relation reste valable aux deux
bornes par continuité. On obtient alors :

Gptitl

a p—1
f(t)dt:Z/ 0dt = 0.
—a i=0 Y ap+1 O

Proposition (intégrales et périodicité). Soit T' € R’ . Soient f une fonction continue
par morceaux de R dans K qui est T-périodique sur R. Pour tout a € R, on a

/GHT f(t)dt = /OT £(t)dt.

DEMONSTRATION. Proposons deux preuves dans le cas ot f est continue sur R.
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e Premieére preuve.

e Deuxiéme preuve. Notons n = | %] de sorte que nT < a < (n+1)T < a+nT. On
a alors, par relation de Chasles,

a+T nT (n+1)T a+tT
/ f(t)dt:/ f(t)dt+/ f(t)dt+/ f(t)de

T (n+1)T

* Le changement de variable t = x 4+ T dans la troisieme intégrale donne :

/(HT f(t)dt:/nan(a:JrT)dm:—/aan(t)dt.

n+1)T

* Le changement de variable t = « + nT" dans la deuxiéme intégrale donne : L8 preuve du cas continu

(n4+1)T T T par morceaux est une fois
/ f()dt = / flz+T)dx = / f(t)dt. de plus fastidieuse (on consi-
nt 0 0 dere une subdivision pério-

dique de [0;(n+2)T] si
a > 0 ou de [nT;T] si

a+T nT T nT T a < 0, on découpe avec la
/ f(t) dt = / f(t) dt + /0 f(t) dt — / f(t> dt = /0 f(t) dt. relation de Chasles et on fait

les mémes changements de
La deuxiéme preuve s'adapte bien dans le cas d'une fonction continue par morceaux en  variable).
utilisant la relation de Chasles. Elle est laissée en exercice. ]

Deés lors,

4) Technique de comparaison a une intégrale

Faisons un constat : on sait beaucoup plus souvent calculer une intégrale qu'une somme
(grace au théoréme fondamental de I'analyse). Voyons dans ce paragraphe une technique
permettant de comparer des sommes et des intégrales afin de pouvoir, a défaut de les
calculer, prouver des encadrements de sommes.

- Ve - 7 - * 3
Considérons une fonction f par morceaux décroissante sur R . Pour tout n € N¥, notons  caite méthode est valable

n pour des fonctions continues
S, = Z f(k) par morceaux. Néanmoins,
k=1 nous ne l'appliquerons que
pour des fonctions conti-
nues, et nous allons calcu-
ler des intégrales en primiti-
vant (donc des intégrales de
fonctions continues) : d'ou
la présence de ce paragraphe
dans cette partie.
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On pourrait presque affirmer ces inégalités sans preuve en vertu du dessin ci-dessous ol

k k+1
/ f(t)dt est I'aire rouge et / f()dt I'aire grise.
k—1 k

I®) g+

0 k—1 k k+1 €z

Les trois inégalités encadrées ci-dessus sont trés utiles en pratique. Il saut savoir les
retrouver.

n

1

Exemple : Pour tout n € N*, notons H,, = Z e
k=1

Ce n'est pas parce que le
quotient de deux suites tend
vers 1 que leur différence

tend vers 0!! Pensez sim-
n+1 1

n—-+oo

n
quand n+1—n — 1.
n—-+4oo

plement a
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Remarque : On peut montrer des résultats analogues pour les fonctions croissantes .

Y fn+1
f(n)
f(n—1)
0 n—1 n n+1 'I'k

5) Fonctions et suites définies par une intégrale
a) Le cas des bornes variables avec intégrande fixe

On se donne f: I — R continue par morceaux sur I. On considére deux fonctions u et v
définies sur J et a valeurs dans I. On introduit enfin la fonction :

v(x)
G:x+— / f(t)dt.
u(z)

Justification que G est définie sur J. Il suffit de se donner = € J puis de dire que u(z)
et v(x) appartiennent a I. Dés lors, comme f est continue par morceaux sur I, elle I'est

sur le segment [u(z);v(z)] (ou [v(z);u(x)]) et donc I'intégrale définissant G(x) existe.

Ainsi G est définie sur J.

Justification que G est paire ou impaire sur J. On se donne z € J, on vérifie que
—x € J puis on consideére |'intégrale donnant G(—x). En général, on effectue le changement
de variable t = —s et on utilise les parités de u, v et f pour conclure.

Justification que G est continue sur J. Il suffit de dire que f est continue sur I donc
admet une primitive F' sur I. Dés lors :

Vrel,

On démontre alors que u et v sont continues sur . Comme elles sont a valeurs dans J et
que F' est continue sur I (car c’est une primitive donc est dérivable), il s'ensuit que G est
continue sur I.

Justification que G est dérivable sur J. On poursuit le point précédent en ajoutant la
dérivabilité de u et v sur I. Comme F' est dérivable sur I, GG aussi et donc

G'(z) = ' (2) f(v(z)) — u'(2) f (u(x)).

puisque F' = f. Méme s'il n'est pas envisageable de calculer G(z) pour tout z € J,
la formule ci-dessus donne G'(z) de facon explicite. On peut alors simplifier et espérer
déterminer le signe de G’ pour étudier les variations de G.

Ve el,

Justification que G est de signe constant sur J. On peut bien siir exploiter les variations
de GG si on a pu les obtenir par I'étude du signe de la dérivée. Sinon on peut tenter d'utiliser
la propriété de positivité de |'intégrale.

Déterminer la limite de G en un point.

e Si on demande la limite en un réel a de J, la continuité de GG assure que la limite est

G(a). A minima, cela permet de justifier son existence mais on n’arrive pas a la calculer
en général.

Onay=0,577.

II'n'y a aucun résultat a
connaitre par cceur mais les
exercices faisant intervenir
ce type de fonctions sont
trés classiques et il faut
connaitre les grandes lignes
de leur étude (méme si elle

est en générale guidée).

Dire que f est définie sur
I est incomplet, dire que f
est définie sur J est faux,
dire que f est dérivable sur
I n'est pas le bon argu-
ment donc peut étre consi-

déré comme faux.

Nous avons déja montré cela
dans le chapitre 10. C'est
si classique que la formule
donnant G'(z) peut raison-
nablement étre donnée sans
refaire toute la démonstra-
tion a condition de bien jus-
tifier la dérivabilité de u, v
et F sur leurs domaines res-
pectifs.
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e Sinon il faut voir au cas par cas. 5 stratégie ci-contre siap-

* Pour montrer que G tend vers +0o (respectivement —oco) en un point adhérent 3 J, plique aux fonctions 3 va-
une méthode classique est de minorer (respectivement majorer) f sur [u(x);v(z)]  leurs complexes sauf ce qui
par une fonction dont au sait calculer I'intégrale puis montrer que cette derniére | concerne la positivité, les
tend vers +o0 et enfin conclure avec la propriété de croissance des intégrales et le  majorations et les limites in-
théoréeme de minoration (respectivement majoration). finies bien sir.

* Pour des limites finies, on peut tenter d'encadrer I'intégrande par des intégrales
que |'on sait calculer et conclure avec la propriété de croissance des intégrales et le
théoreme d'encadrement.

Montrer que ¢ est bornée dans le cas ou f est de signe constant. Supposons
que f est positive sur I et qu'il existe m et M des réels tels que, pour tout = € J,
m < u(x) < v(x) < M. D'aprés la relation de Chasles et la propriété de positivité des
intégrales,

m v(z)
ogG(x)z/( )f(t)dt+/Mf(t)dt+/ f(t)dt<0+/Mf(t)dt+0.

M m

z2 —t
e
Exemple : Considérons G : x € R}, — / e dt.
xX
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b) Les cas des bornes fixes et intégrande variable

On se donne f : I x J — C telle que, pour tout z € J, t — f(t,z) est continue par |5icque les bornes et I'inté-
morceaux sur 1. Soient a et b dans I tels que a < b. On peut alors définir sur J la fonction grandes sont variables (rare),
b on se ramene au cas Ci-

g:xr— / f(t,x)dt. contre en utilisant des indi-

a catrices. Nous ne rencontre-

rons pas ce cas cette année.

b
e Pour tout point adhérent xy de J, a-t-on lim g(z) = / lim f(t,x)dt?

T—T0 a Tr—xQ

e Lorsque, pour tout t € I, x — f(t,x) est continue sur .J, est-ce-que g est continue
sur J7?

e Lorsque, pour tout t € I, x — f(t, ) est dérivable en z, est-ce-que g est dérivable
b
en zo? Et a-t-on ¢'(x¢) = / g(t,xo) dt? %
o O %(t,mo) désigne la déri-
Ces trois questions sont en fait similaires et peuvent se résumer ainsi : peut-on vée en z, de la fonction
échanger les symboles lim et [? Et bien non en général! C'est une question centrale & — f(t,z) a ¢ fixé. On
qui sera abordée en détail en deuxiéme année sous des hypotheéses supplémentaires. En  parle de dérivée partielle. On
attendant (en premiére année), nous traiterons ces questions au cas par cas dans des  en reparlera dans le chapitre
exemples (de facon guidée). Les ingrédients principaux seront le théoréeme d'encadrement  40.
et les formules de Taylor (cf. chapitre 25).

Un autre cas de figure similaire est celui-ci d'une suite (uy,)nen définie par

b
Vn €N, Uy = / fn(t)dt,

avec (fn)nen une suite de fonctions continues sur I. De méme échanger, les symboles lim
et [ n'est pas permis en général et il faut 'aborder au cas pas cas.

Exemples :

e Pour tout n € N*, une IPP donne :

1
/ n*re " dr=1—(n+1)e " —— 1,
0 n—-+00

par croissances comparées. Mais, pour tout x € [0;1], n?xe™"* ——— 0 par croissance
n—+00

comparees encore une fois. Par conséquent Cela illustre le fait qu'on ne
1 1 peut pas échanger (en géné-
lim n2re ™ dr = 1 #£0= lim n2ze " dz ral) les symboles [ et lim.
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e Soit f une fonction de classe € sur [a;b]. On a alors & calm Jeppdle

b le lemme de Riemann-
/f(t)cos(:ct)dt—)O. Lebesgue. Clest un
a T+00 classique. |l est valable pour
En effet : toute fonction continue
par morceaux sur [a;b]

mais la preuve ci-contre

ne fonctionne plus. On

peut montrer facilement

cette convergence dans le

cas particulier ol f est

une fonction en escalier

et étendre finalement le

résultat en utilisant le

théoréme d’approximation

des fonctions continues par

morceaux par les fonctions

en escalier. C'est |'objet

d'un des exercices de la

feuille de TD associée.

VI Sommes de Riemann

Parmi les intégrales de fonctions en escalier qui approchent I'intégrale d'une fonction
continue par morceaux, on trouve les sommes de Riemann.

1) Sommes de Riemann a gauche et a droite

a) Définitions

[ Définition. Soit f : [a;b] — C continue par morceaux sur [a; b].

e Pour tout n € N*, la quantité

n—1
b—a

b—
n n
k=0

est appelée somme de Riemann (a pas constant) a gauche associée a f.

e Pour tout n € N*, la quantité
Seule la somme de Riemann

b—a < b—a a gauche est officiellement
- E ,f a+kx n au programme mais on ren-
k=1 contre |'autre trés souvent.

est appelée somme de Riemann (3 pas constant) a droite associée 3 f.

Remarque : Via le changement de variable i = k — 1, on a aussi :

b—azf<a+kxb—a> :b—a
n n n

n—1

f<a—|—(k:+1)>< b_a>.
k=0 "

Interprétation géométrique. Que (cx)o<k<n Soit égal a (k)o<k<n ou (k+ 1Do<k<n,
a)
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b—a)
sur
n

Dans I'exemple ci-dessous, f est continue sur [a;b] et a valeurs réelles. On a colorié en
gris la somme de Riemann a gauche S, (f) avec n = 28.

b Al

/

Dans I'exemple ci-dessous, f est continue sur [a;b] et a valeurs réelles. On a colorié en
gris la somme de Riemann a droite S,,(f) avec n = 28.

bl

b) Théoréme de convergence

est I'intégrale d'une fonction ¢ en escalier sur [a;b] qui vaut f <a+ck X

a+ k(bn—a) a4 (k+111(b—a) pour tout k € [0;n — 1].

T —~——
=

<

N

1/

T— >>
e~

I
N 7

AN

Dans ce paragraphe, f désigne une fonction de [a;b] dans R et (S,,(f)n>1 désigne

b—a it b—a b—a & b—a
( - Zf(aJrk - >> ou ( - Zf<a+k - )) .
k=0 n>1 k=1 n>1

Le terme « gauche « vient
du fait que le bord supérieur
gauche de chacun des rec-

tangles touche la courbe.

Le terme « droite » vient
du fait que le bord supé-
rieur droit de chacun des rec-

tangles touche la courbe.

(Théoreme (cas Lipschitzien). Soit K € R’ . Supposons que f est K—Lipschitzienne‘
sur [a;b]. Alors
C’est une situation tres clas-
b 2 - .
K(b - a) sique : si f est de classe ¢
Vn € N* S, - t)dt| < ————— :
nel n(/) /a f(®) ‘ b 2n sur [a;b], alors f’ est bor-
En particulier : née et donc I'lAF assure que
b f est K-Lipschitzienne avec
e t) dt. = !
| Sn(f) s t00 /af() J K_%%)](|f|
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DEMONSTRATION. Soit n € N*. On note :

k(b —
e pour tout k € [0;n], ak:a+M.

(b—a

e pour tout k € [0;n — 1], xi :a+L>
n
bien ¢, = k + 1 (si méthode a droite).

avec ¢, = k (si somme a gauche) ou

et enfin
b—a n—1

f(a%—ck(b_@).

k=0

Sn(f) =
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O]

Lorsque f est une fonction continue par morceaux, la convergence persiste mais pas
I'inégalité globale du théoreme précédent :

Théoréme (cas continu par morceaux). Supposons que f est continue par morceaux
sur [a;b]. Alors

b
Su(f) —— / £(t) dt.

n—-+0o0o

DEMONSTRATION. Cette démonstration n'est pas exigible conformément au programme. %ntrer le théoreme dans
Traitons uniquement le cas ol f est continue. Reprenons les notations de la démonstration
précédente. Le début est exactement le méme : pour tout n € N*,

le cas général est tech-
nique et n'apporte donc pas
grand chose dans la pratique

b n—1 ags1
Sn(f) — / f(t) dt' < Z/ ’f(g;k,) — f(t)‘ dt. puisque la plupart des fonc-
a k=0 "k

tions rencontrées sont conti-

nues (voire méme de classe
%" donc Lipschitzienne) sur

un segment.
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Remarque : La démonstration de ce théoréme dans le cas particulier ot f est monotone est

particuliérement simple et mérite le détour. Supposons que f est croissante (et continue par  oq remplace f par — f dans
morceaux) sur [a; b]. Notons (Sy(f))n>1 et (T5(f))n>1 les suites des sommes de Riemann |, jreuve ci-contre si f est
de f a droite et a gauche respectivement. décroissante.

On reprend les notations ay,
de la preuve des théoremes

précédents.

II'n"y a rien de surprenant
a ce que cette preuve fonc-
tionne aussi bien puisque,
dans le cas ou f est crois-
sante, T, (f) est l'intégrale
de la fonction en escalier ¢
construite dans la démons-
tration du théoreme d'ap-
proximation (cf. paragraphe
11.4.b) quand S, (f) est I'in-
tégrale de la fonction en es-

calier 9.

c) Exemples

Pour calculer une intégrale, on peut donc calculer la limite de la suite des sommes de
Riemann (a gauche ou a droite) associés.

Exemple : Notons f la fonction carré (qui est continue par morceaux) sur [0;1]. On a

Mais, dans la pratique, on ne sait pas bien calculer les sommes. En revanche, on sait plutot
bien calculer des intégrales grace au théoréme fondamental de I'analyse (attention : quand
la fonction est continue). Aussi les sommes de Riemann sont surtout utiles pour calculer
des limites de sommes.
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e Déterminons la limite de

Exemple : ( "

1
Zn+k> '
n>1

k=1

=

(2n)! >1/"'

e Déterminons la limite de la suite de terme général u,, = <'n
nlxn
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2) Sommes de Riemann a pas quelconque (HP)

Dans la démonstration du cas continu, nous n'avons pas du tout utilisé la valeur exacte
des ay, et des xg, 0 < k < n — 1. Ainsi, plus généralement, pour une fonction f continue
sur [a;b] et pour une subdivision o = (a)o<k<n quelconque de [a;b], on aurait pu définir
la somme de Riemann

S(o,f) =Y flax)(arsr — ar).
k=0

avec, pour tout k € [0;n — 1], x; quelconque entre aj, et agy1.
Les rectangles dont la somme des aires forme S(o, f) sont délimités par par les segments
de la subdivision (largeur) et I'image du point choisi (hauteur) dans chaque segment.

Dans I'exemple ci-dessous, on a pris a chaque fois ¢y, le milieu de [ay ; ak11] :

On obtient alors (encore une fois c'est la méme preuve) :

b
5(0: ) —— / (1) dt.

p(o)—0

3)

La méthode des rectangles est la méthode d’'analyse numérique qui consiste a calculer
une valeur approchée d'une intégrale a |'aide d’aires de rectangles, a I'aide de sommes de
Riemann donc.

Introduction a la méthode des rectangles et des trapézes

Les sommes de Riemann s'implémentent aisément avec un logiciel de calcul scientifique
comme Python. Mais avec quelle complexité ? Autrement dit, combien de rectangles sont-ils
nécessaires pour obtenir une approximation de I'intégrale avec une précision donnée ?

Donnons-nous € > 0 qui représente la précision voulue.

e Dans le cas ou la fonction f est K-Lipschitzienne sur [a;b], on a vu que I'écart entre

b
Sp(f) (une somme de Riemann a gauche ou a droite avec n rectangles) et [ f(t)dt
a
K(b—a)? . K(b—a)?
est inférieur a (QG). Il suffit donc de prendre n = {(QG)J + 1 pour que
n 5

I'approximation se fasse a ¢ preés.

e Dans le cas ou la fonction f est monotone sur [a; b], on a vu que I'écart entre S,,(f) (une

somme de Riemann a gauche ou a droite avec n rectangles) et

y 0= a)[f(b) - f(a)|
n
que |'approximation se fasse a ¢ pres.

f(t)dt est inférieur

(b—a) |F(b) — f(a)]

3

. Il suffit donc de prendre n = { J + 1 pour

Dans la démonstration du
cas Lipschitzien non plus
d’ailleurs, a part alafindela
preuve qui peut aussi s'adap-

ter.

N

fzr)e---

Ici p(o) — 0 signifie que le
pas de la subdivision tend
vers 0 (ce qui entraine que le
nombre n d'éléments consti-
tuant la subdivision tend

vers +00).

N

La borne

K(b—a)?
2n

ailleurs optimale parmi les

est par

fonctions K-Lipschitziennes.
Cela
I'est
(par
tion

ne signifie pas qu'elle
pour toute fonction
exemple |'approxima-
est parfaite pour une
fonction constante) mais
qu'il existe des fonctions
pour lesquelles I'erreur d’ap-
proximation vaut précisé-

N2
ment Kb —af (les fonc-
n

tions affines de coefficient

directeur K par exemple).
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Pour une fonction monotone et K-Lipschitzienne, c'est la premiére approximation qui
est la meilleure des deux (d'un facteur 2). Mais, dans les deux cas, ces deux hypotheses

indiquent une erreur de l'ordre de —. Par exemple, si ¢ = 1078 (c’est-a-dire si on veut une
n

précision d'au moins 8 chiffres apres la virgule), il faut prendre un nombre de rectangle de
I'ordre de 108, ce qui est énorme! Il ne faut pas perdre de vue que I'on cherchait déja des
valeurs approchées des intégrales des siécles avant I'invention des ordinateurs. Et, méme
avec un ordinateur, une somme de 10% termes est déja lourde numériquement.

On peut faire bien mieux :

¢ La méthode du point milieu. C'est la méthode qui consiste a approcher numériquement @e tient son nom du fait

b
/ f(t) dt par une somme de Riemann ou, avec les notations du paragraphe précédent,
a

ag + apy1

5 . Autrement dit, I'intégrale est approchée par

T =

> 7 (%5 o - o

k=0

1 . T
On peut montrer que I'erreur est de I'ordre de — . Par exemple, si ¢ = 1078 (c'est-a-dire

si on veut une précision d'au moins 8 chiffres aprés la virgule), il faut prendre un nombre
de rectangle de I'ordre de 10%, ce qui est mieux mais toujours beaucoup.

ao ai a2 as a4

e La méthode des trapézes. Sur chaque [ay ; ag+1], on approche la courbe de f par

b
la fonction affine qui coincide avec f en ay et agi1. On approche alors / f(t)dt par
a

la somme des aires sous les courbes de ces approximations, ce qui donne une somme
d’aire de trapézes. Aprés calcul, si on prend une subdivision réguliére, on obtient que
I'intégrale est approchée par

b;nanz:l<f<a+kb;a>+f<a+(k+1)b;a>>.

k=0

1
La encore, on peut montrer que I'erreur est de I'ordre de —.
n

que chaque rectangle touche
la courbe en I'image du mi-
lieu des extrémités de sa

base.

C’est comme si on « com-
blait le vide » laissé entre la
courbe et chaque rectangle
par I'aire d'un triangle. Cela
consiste en fait a approcher
I'intégrale par la moyenne
arithmétique entre la somme
de Riemann a gauche et la

somme de Riemann a droite.
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ap ai ag as Q4

e La méthode de Simpson. Sur chaque [a ; ag41], on approche la courbe de f par la
parabole (c'est-a-dire le polyndme d'interpolation de Lagrange) qui coincide avec f en
ag + agy1

2 . - N a . - - . 7 =\
courbes de ces approximations. Apres calcul, si on prend une subdivision réguliere, on

obtient que l'intégrale est approchée par

b6nanz:1<f (a+kbna> +4f (a+(2k+1)l)2na> +f<a+(k:+1)bna>>.

k=0

ap, Gp41 et . On approche alors f(t)dt par la somme des aires sous les

Cette fois, on peut montrer que I'erreur d’approximation est de I'ordre de — : si on

n
veut une approximation décimale a 8 chiffres , il suffit de prendre n = 100, ce qui est
beaucoup mieux!

ao ay a2 az a4
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