Chapitre 5

Trigonométrie

L'objectif de ce chapitre est de définir le notions de sinus et cosinus d'un réel. Nous allons
d’'abord en étudier les propriétés géométriques avant de les voir comme des fonctions et de

les étudier.

. . N -
On se place dans ce chapitre dans le plan muni d'un repére orthonormal (O, i, j ). On

se contentera parfois de définitions intuitives, ou de considérations géométriques pour
démontrer certains résultats.

I Sinus et cosinus d’un réel

1) Définition

Définition (cercle trigonométrique).

Le cercle trigonométrique est le cercle de centre O M, -

et de rayon 1. A tout réel z:, on associe un point M, .

du cercle trigonométrique en parcourant le cercle J r
sur une distance x dans le sens trigonométrique %

(i.e le sens inverse des aiguilles d’'une montre) a 0 7

partir du point de coordonnées (1,0). Le réel x est
alors appelé mesure (en radian) de I'angle orienté
(7,0M,).

Définition (cosinus et sinus). Soit x € R.

e ['abscisse du point M, est appelée cosinus de x et notée cos(z).

e [’ordonnée du point M, est appelée sinus de x et notée sin(x).

. J

Remarque Cette définition généralise celle vue au colléege. Plus précisément,
si z € |0;%[ et si on se donne un triangle rectangle dont I'un des angles est égal a
x, alors on a encore

cOté adjacent

cos(x) = ——— et
(z) hypoténuse

in(z) cOté opposé
sin(z) = ————.
hypoténuse

Soit en effet OAB un triangle rectangle en A et d'angle A0B égal a x :

B
p
el
MQ" ””” T
T _ [ ]
0 Ml/ A

Les droites (AB) et (M;M,) étant paralléles (car toutes les deux perpendiculaires a
I'axe des abscisses) et les points O, M;, A et O, Mo, B alignés dans cet ordre, d'aprés le

théoreme de Thales :
OM; B

OA

OM,
OB

Certaines définitions rigou-
reuses sont hors de notre
portée (par exemple : qu’est-
ce qu'un angle? qu'est-ce
parcourir une longueur le

long d’un cercle ?)

On parle de distance au
sens algébrique du terme :
si x < 0, on parcourt le
cercle dans le sens anti-
trigonométrique (i.e le sens
des aiguilles d'une montre)
sur une distance —x.

On peut travailler sans perte
de généralité avec un tri-
angle rectangle dont I'angle
valant = est en O, un tri-
angle rectangle quelconque
(avec un angle valant ) se
ramene a ce cas de figure
par translation, rotation ou
symétrie, ce qui ne change
pas les longueurs.
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OA
et puisque OM; = cos(x) et OM, = 1, on obtient cos(z) =

ce qui est le résultat

: A . . - OB
voulu. C'est le méme raisonnement pour le sinus.
2) Premiéres propriétés
[Proposition (identité fondamentale). Pour tout x € R, cos?(z) + sin?(x) = 1. ]

DEMONSTRATION. C'est une conséquence immédiate du fait que, si un point du plan de
coordonnées (a,b) est sur le cercle centré en I'origine et de rayon 1, alors a? +b? = 1. [J

N

[Définition. On note w la moitié du périmétre du cercle trigonométrique.

J

Proposition (valeurs remarquables).

N ERE
6 | 4|3 2"
2 1
cos(z) | 1 @ £ = [ 0| -1
2 2 2
. 1 | V2| V3
Sln(w’) 0 5 7 7 ]. 0

\ J

DEMONSTRATION.

e Si z =0, alors le point M, est celui de coordonnées (1,0) si bien que cos(0) =1 et
sin(0) = 0.

e Si z =, alors le point M, est celui de coordonnées (—1,0) puisque, par définition de
7, on a parcouru la moitié du cercle. Ainsi cos(m) = —1 et sin(7) = 0.

e Siz = 7, alors le point M, est celui de coordonnées (0, 1) puisque, par définition de T,

on a parcouru un quart du cercle. Ainsi cos (§) =0 et sin (5) = 1.

Les autres valeurs remarquables seront démontrées dans le paragraphe 1.4 avec les formules
de trigonométrie que nous allons établir. O

On admet le résultat suivant (on reparlera d'aire dans les chapitres 10 et 24).

Proposition. Soit r € RY . Le périmétre d'un cercle de rayon r est égal a 2mr et l'aire

d'un disque de rayon r est égal a mr>.

Une simple régle de proportionnalité donne le résultat suivant :

Proposition. Soient x € [0;27] et r € RY.
e [a longueur d'un arc de cercle de rayon r délimité par un gngle égal a x vaut xr.

- 7 - - y m/r‘
e [’ajre d’'une portion de disque de rayon r d’angle x est -

Puisque la longueur du cercle trigonométrique est égale a 27, lorsqu’on ajoute ou enléve 2w
(ou 2nm avec n € Z), on fait un tour complet (ou plusieurs) donc le point correspondant
sur le cercle est le méme :

Proposition. Pour tousa € R et n € Z,

cos(a + 2nm) = cos(a) et sin(a + 2nm) = sin(a).
137 m s 1
Exemple : On a cos <3> = cos <§ + 47r> = cos (§> =3

On admet que 7 € R\Q.

Convertissons radians en de-
grés :

7/6 = 30°
w/4 = 45°
/3 = 60°
m/2 = 90°
m = 180°
27 = 360°

Plus généralement un angle

x € [0;27] en radian est

, . 180z
égal a

degrés.

L'aire est proportionnelle a
I'angle (penser a une part
de tarte), et un angle de 27
donne une aire de 772,

AR

Tour complet

cos(a + 2m) = cos(a)
sin(a + 27) = sin(a)

-
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3) Signe d’un sinus, d’un cosinus

Mﬂ'/2
1 ensemble des M, tels que
/- cos(z) > 0 et sin(z) >0
—
J
Mo
My =M_, K

\ ensemble des M, tels que
cos(z) > 0 et sin(z) < 0

ensemble des M, tels que -/
cos(x) < 0 et sin(x) < 0

MfTr/Z

On en déduit le signe du cosinus et du sinus d'un angle de [—7 ;7] :

Proposition (signe du cosinus et du sinus d’un angle de [—7 ;7).
oSin]—g;g[COS( ) > 0. e Siz €]0;mx], sin(xz) > 0.

e Sizel[-m;m\[-%;%], cos(z) < 0. e Sizel]—m;0] sin(x) < 0.

o Size{—-%;5}, cos(z) = 0. o Siz e {—m0;n}, sin(x) = 0.

4) Formules de trigonométrie

[Proposition. Pour tout a € R, on a cos(—a) = cos(a) et sin(—a) = —sin(a). ]

DEMONSTRATION. Pour tout z € R, le point M_, est obtenu en parcourant le cercle en
sens inverse par rapport au sens choisi pour M,. En particulier, M_, est le symétrique de
M, par rapport a |'axe des abscisses : il en découle que ces deux points ont méme abscisse

mais des ordonnées opposées. O
rProposition (formules d’addition). Pour tout (a,b) € R?,

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b),

cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b),

sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b),
| sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b). )

DEMONSTRATION. Soient a et b deux réels.

e Commencons par montrer la deuxieme formule de la liste : Déja, si @ — b est un multiple
de 27, alors

cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) = cos®(a) + sin?(a) = 1 = cos(0) = cos(a — b).

Supposons que a — b n'est pas un multiple de 27 et considérons les points A, B et
C' de coordonnées (cos(a),sin(a)), (cos(b),sin(b)) et (cos(a — b),sin(a — b)). Notons
aussi I le point de coordonnées (1,0). Les angles 10C et AOB sont égaux (a b—a) si
bien que les triangles IOC' et AOB sont isométriques (car ils possédent un angle de
méme mesure compris entre deux cétés homologues de mémes longueurs — ici le rayon
du cercle). On en déduit que les longueurs AB et IC sont égales. Leurs carrés aussi
par conséquent. Or

On obtient ensuite le sinus
et le cosinus d’un angle quel-
conque en utilisant la 27-
périodicité. On en reparle

dans le paragraphe Il.1.a.

Angles opposés
cos(—a) = cos(a)
sin(—a) = —sin(a)

Il suffit de retenir les for-
mules de cos(a + b) et
sin(a + b). Moyen mnémo-
technique :

cocosisi sicocosi

Les deux autres en dé-
coulent en se rappelant
que cos(—b) = cos(b) et

sin(—b) = —sin(b).
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* Le carré de la longueur AB est %woth%e que @ — b n'est
pas un multiple de 27 sert

(cos(b) — COS(a))2 + (sin(b) — Sin(a))2 simplement 3 ce que les
. . . . points I et C et les points
= cos?(b) — 2 cos(a) cos(b) + cos?(a) + sin®(b) — 2sin(a) sin(b) + sin®(a) A et B ne soient pas confon-

= 2(1 — cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)), dus (et donc 2 ce que les tri-
angles IOC' et AOB soient
en utilisant I'identité fondamentale deux fois. vraiment des triangles).

* Le carré de la longueur IC est
(cos(a — b) — 1)2 + (sin(a — b) — 0)?

= cos®(a — b) — 2cos(a — b) 4 1 + sin?(a — b)
=2(1 —cos(a — b)).

Ainsi 2(1 — cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)) = 2(1 — cos(a — b)), par identité fonda-
mentale. On en déduit que cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b).
e En appliquant la formule précédente avec —b au lieu de b (possible car elle est valable
pour tous a et b réels), on obtient :

cos(a + b) = cos(a — (—b)) = cos(a) cos(—b) + sin(a) sin(—b).

Puisque cos(—b) = cos(b) et sin(—b) = —sin(b), on obtient bien que
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b).

e Pour la troisieme formule, il faut procéder par étapes :

x En appliquant la formule cos(a — b) avec 7 et a au lieu de a et b (possible car elle
est valable pour tous a et b réels), il vient %mns au passage que I'on

vient de montrer que, pour
™ T . T\ . . &
cos (5 — a) = cos <§> cos(a) + sin (§> sin(a) = 0 + sin(a) oL el o
cos (z — a) = sin(a),
T : 2
donc cos (% — a) = sin(a).
s 0o e
x En remplacant a par § — a dans cette toute derniere formule, il vient que : sin (5—0) = cos(a).
sin (3 — a) = cos(a).
* Puisque cette derniere formule est valable pour tout a réel, on a aussi
sin(a + b) = cos (5 — (a+1b)) et donc, en appliquant la formule de cos(a — b)

2
avec g — a au lieu de a, on obtient :

sin(a + b) = cos ((g - a) — b)
= cos (g — a) cos(b) + sin (
= sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b).

- a) sin(b)

e Enfin, en appliquant cette toute derniere formule avec —b au lieu de b, on obtient :

sin(a — b) = sin(a) cos(—b) + cos(a) sin(—b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b). [

Exemple :
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Proposition (formules de décalage). Pour tout a € R,

e cos(a+ m) = —cos(a), e cos ( —sin(a
e sin(a + ) = —sin(a),
e Vn € Z, cos(a + nm) = (—1)" cos(a),

(o
e Vn € Z, sin(a+ nr) = (—1)"sin(a), ® cos (
(

e sin

e cos(m —a) = —cos(a),

2)=
tg)=
)=
)=

e sin —a

M\ﬁw\ﬂ

sin(m — a) = sin(a),

. J

Ces formules se « voient »
bien géométriquement :

Demi-tour
cos(a + 7) = — cos(a)
sin(a + 7) = —sin(a)

DEMONSTRATION. Les deux derniéres formules ont déja été montrées dans la preuve des
formules d'addition (elles nous ont permis de montrer les formule d'addition du sinus a
partir de celles du cosinus). Toutes les autres formules sont des conséquences des formules
d'addition en utilisant le fait que cos(m) = —1, sin(m) = 0, cos(5) = 0, sin(F) = 1 et que,
pour tout n € Z,

e si n est pair, cos(nm) = cos(0) = 1 et sin(nr) = sin(0) = 0.
e si n est impair, cos(nm) = cos(—m + (n+ 1)m) = cos(—m) = —1. O
Il n'est pas nécessaire de retenir par cceur toutes les formules suivantes a condition de savoir

les retrouver rapidement a |'aide des formules d’addition et de I'identité fondamentale (ou
a I'aide des formules d'Euler et de Moivre que nous verrons dans le chapitre 6) :

Proposition (formules de duplication). Pour tout a € R,
e sin(2a) = 2cos(a) sin(a)
e cos(2a) = cos?(a) — sin?(a) = 2cos?(a) — 1 =1 — 2sin?(a).

DEMONSTRATION. On prend juste a = b dans les formules d’addition du sinus et du
cosinus puis on utilise I'identité fondamentale. O

[Proposition (formules de I'angle triple). Pour tout a € R,

sin(3a) = 3sin(a) — 4sin®(a) et cos(3a) = —3cos(a) + 4 cos®(a).

.

DEMONSTRATION.

Quart de tour
cos(a + 7/2) = —sin(a)
sin(a + 7/2) = cos(a)

a+m/2

0

Angles supplémentaires
cos(m — a) = — cos(a)
sin(m — a) = sin(a)

™ —a

/"

Q/
Angles complémentaires

cos(m/2 — a) = sin(a)
sin(7/2 — a) = cos(a)

C A
NI
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Proposition (formules de linéarisation). Pour tout (a,b) € R?,

e cos(a)cos(b) = % (cos(a + b) + cos(a — b)),
e sin(a)sin(b) = —% (cos(a + b) — cos(a — b)),

e sin(a) cos(b) = % (sin(a + b) + sin(a — b)),

e cos?(a) = %(1 + cos(2a)) et sin?(a) = %(1 — cos(2a)).

.

DEMONSTRATION. Pour les trois premigres, il suffit d'utiliser les formules d’addition en
partant du membre de droite. Pour les deux derniéres, il suffit de réécrire les formules de

duplication du cosinus. O
(Proposition (formules de factorisation). Pour tout (a,b) € R?, |
b -b
e cos(a) + cos(b) = 2 cos (CL;> cos (a 5 )
b -b
e cos(a) — cos(b) = —2sin <a+> sin (a )
2 2
b -b
e sin(a) + sin(b) = 2sin (a;— ) cos (a 5 )
b -b
e sin(a) — sin(b) = 2 cos (a—; ) sin (a 5 >

DEMONSTRATION. |l suffit de remarquer que

_a+b+a—b ot b_a—i—b a—0>b
4T 2 T2 2
puis d'utiliser les formules d'addition ou bien les formules de linéarisation. O

Maintenant que I'on dispose de toutes ces formules, revenons aux valeurs usuelles de sinus
et cosinus (admises temporairement dans le paragraphe 1.2) :

e En prenant a = 7, la formule de duplication donne

0 = cos (g) = cos(2a) = 1 — 2 cos*(a)

N —

1
donc cos?(a) = 3 et donc sin?(a) = ~. Puisque cos(a) > 0 et sin(a) > 0 (ces valeurs

se trouvant dans une zone du cercle ou les points sont de coordonnées toutes positives),

M
on trouve que cos|— ) =sm|(— | = —.
. 1)~y 2

e En prenant a = %, la formule de I'angle triple donne
0 = sin (7) = sin(3a) = 3sin(a) — 4sin(a).
donc 3sin(a) = 4sin3(a). Puisque sin(a) # 0 (sinon a serait un multiple de ), il vient
que sin?(a) = Z et donc cos?(a) = 7 par identité fondamentale. Puisque cos(a) > 0
et sin(a) > 0 (ces valeurs se trouvant dans une zone dulcercle ou les poi\n/tgs sont de
7r

p . T .
coordonnées toutes p05|t|ves), on trouve que cos <§> = 5 et sin (5) = o

ﬂ- 7
e En prenant a = 5 la formule de décalage donne

on () =em () =)

sin (%) = sin <g — %) = cos (%) = %

et

On peut aussi utiliser la for-
mule de I'angle triple du co-
sinus et on obtient alors que
cos(a) est racine de I'appli-
cation polynomiale

Pz da® —3z+1

dont —1 est racine évidente.
En factorisant, on obtient
que

P:zw (z+1)(2z —1)°%
_ 1 .
Ainsi cos(a) = = (puisque

cos(a) # 1, a n'étant pas

un multiple de 27).
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. ) o T 3T T

On peut trouver plein d'autres valeurs remarquables : puisque — =7 — 6 1= ™ — 1
; 2 T

et —=7m1——

3 3

cos S—W ——ﬁ sin 5—7T —1 CoS 31 ——@ sin S—W —Q
6 ) 2’ 6 ) 2 4 ) 27 4 ) 27

o 1 - [3r V3
cos| )| =—z, sin|— | =—.
3 2 3 2

Et on obtient aussi les valeurs des sinus et cosinus des opposés de ces angles en utilisant
le fait que cos(—xz) = cos(x) et sin(—xz) = —sin(x) pour tout x € R. Résumons cela
graphiquement :

, les formules des angles supplémentaires donnent

Sur le dessin ci-dessous, on

a identifié un réel x avec

x
2

son point correspondant M,
sur le cercle trigonométrique

pour simplifier les notations.

5) Congruences de réels et équations trigonométriques

a) Congruences de réels

(Définition. Soient a, b et m des réels. On dit que a est congru a b modulo m si il existe
k € Z tel que a = b+ km. On note alors a = b[m| oua =b (mod m).

Exemples :

'Proposition. Soient a, b, ¢ et m des réels. Nous avons :
1. Symétrie. a = b[m)] si et seulement si b = a [m].

2. Somme dans une congruence. Si a = b[m)|, alors (a + ¢) = (b+ ¢) [m].

3. Produit dans une congruence. Si a = b|m)|, alors ac = bc [mc].

DEMONSTRATION.
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II” découle du dernier

point que, si ¢ # 0

|

et b[m], alors

O]

ol
1l
ol ®

o3y

(Définition. Pour tous a € R et m € R, on note a + mZ I'ensemble des réels congrus a
a modulo m. Autrement dit

a+mZ={a+km|kcZ}.

b) Equations trigonométriques

La proposition suivante découle de considérations géométriques :

Proposition. Soient a et x des réels. On a

i
o
)
A,

cos(z) = cos(a) ou T = —al2n]

—
—

I
o
)
=l

sin(z) = sin(a) ou x=m—al27]

Exemples :

e Résoudre 4sin?(2x) = 3 d'inconnue = € R.

*x Méthode 1.

On n’oublie pas de diviser
par 2 y compris dans les cro-
chets.

* Méthode 2.
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e Résoudre cos(x) — sin(z) = \/g d’inconnue x € R.

Quelques cas particuliers :

Proposition. Pour tout = € R,

cos(z) =1 <= = 0[27]
cos(z) =0 <= = g [7]
cos(z) = -1 <= = 7 [27]
sin(z) =1 <= = g [27]
sin(z) =0 <= = 0[n]
L sin(z) = -1 <= = —g [27]
[Proposition. Pour tout (a,b) € R?,
cos(a) = cos(b) et sin(a) = sin(b) = a =b[27]

II's’agit bien siir des mémes
solutions que dans la mé-
thode 1. En effet % + g =
2w T m

N LT T
3 6 2 3

Dessiner un cercle trigono-
métrique permet aussi faci-

lement de les retrouver.
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6) Tangente d’un réel
a) Définition et interprétation géométrique

Il découle du paragraphe 1.3 et de la 2w-périodicité de cos que :

cos(z) =0 <= z=_[n <= xeg—i-ﬂZ.

N3

Définition. Pour tout z € R\ (5 + 7Z), on définit la tangente de x le réel

sin(z)

tan(x) = cos(z)’

b) Premiéres propriétés

Il découle des propriétés de sinus et cosinus que :

[Proposition. Pour tous = € R\ (5 + nZ) et k € Z, tan(z + kr) = tan(z).

Proposition (valeurs remarquables).

a8 0

— ]

il
3
V3

tan(z) | 0

i

\

[ Proposition (signe de la tangente d’un angle de |7 ;[ \{0}).

o Size }O;g[, alors tan(z) > 0.

\

o Size }—g ;0{, alors tan(z) < 0.

c) Formules de trigonométrie

Proposition (formules de décalage). Pour tout a € R\ ( + 7Z),

e tan(—a) = —tan(a), e tan(m —a) = —tan(a).

DEMONSTRATION. Découle des formules de décalage de cosinus et de sinus.

1
Proposition. Pour tout a € R\ (Z + 7Z), 1 + tan?(a) = ————.
roposition. Pour tout a \ (% +72), 1+ tan?(a) cos2(a)
2 o2
DEMONSTRATION. On a 1+ tan?(a) = cos™(a) + sin"(a) = par identité fonda-
cos?(a) cos?(a)

mentale.

On a

tan(a + b) = tan(a) + tan(b)

et tan(a — b) =

'Proposition (formules d’addition). Soient a et b des réels n'appartenant pas a 7 + 77Z.)

tan(a) — tan(b)

1 — tan(a) tan(b)

‘dés que a + b et a — b n'appartiennent pas a 5 + w7 respectivement.

1+ tan(a) tan(b)

Interprétation géo-
métrique : tan(z) est
I'ordonnée du point d'in-
tersection B, de la droite
(0M) avec la droite d'abs-
cisse 1. En effet, notons
I1(1,0), Az(cos(z),0) et
Bx(1,ts).

tan(z)e - ----- » 3,

Si z=0[n], to=0=tan(z).
Sinon, puisque les droites
(Ag M) et (IB;) sont pa-
ralléles, le théoréme de Tha-
lés assure que

Ol  IB,
OA,  A.M,
et donc
1 Gz

cos(xz)  sin(z)

et donc t, = tan(z).

On obtient ensuite la tan-
gente d'un angle quelconque
en utilisant la m-périodicité.
On en reparle dans le para-

graphe I1.2.a.
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DEMONSTRATION. On a
cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) cos(a +b)

cos(a) cos(b) ~ cos(a)cos(b)’

1 — tan(a) tan(b) =

Ce terme est non nul car a + b # §[r] et donc cos(a + b) # 0. On peut donc diviser :

tan(a) + tan(b) cos(a) cos(b) (sin(a)  sin(b)
1 — tan(a) tan(b) cos(a +b) (cos(a) * cos(b))
_ sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)
cos(a + b)
_ sin(a + b)
~ cos(a +b)
= tan(a + b).

La deuxieme formule se montre de maniére analogue. O

On en déduit :

(Proposition (formules de duplication). Soit a un réel tel que a et 2a n'appartiennent|
pas a 5 + nZ. Alors :
2t
tan(2a) = L(S).
1 — tan“(a)
Proposition. Soit a € R tel quea ¢ 5 +7Z et a ¢ w+ 2rZ. Posonst = tan (%). Alors :
Ces formules seront utiles
21 ) 21 1—¢2 dans le chapitre 10.
k tan(a) = T sin(a) = e et cos(a) = e 4
DEMONSTRATION.
O

Il Fonctions circulaires (ou trigonométriques)
1) Fonctions sinus et cosinus
a) Premiéres propriétés

Il découle des arguments géométriques des paragraphes précédents que :

Proposition (symétrie). Les fonctions cos et sin sont définies et 2m-périodiques sur R.
De plus cos est paire et sin est impaire sur R.
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Proposition (minoration/majoration). Les fonctions cos et sin sont majorées par 1
et minorées par —1 sur R.

DEMONSTRATION. Pour tout z € R, sin?(z) < cos?(z) + sin?(z) = 1 donc | sin(z)| < 1
et donc —1 < sin(x) < 1. La preuve est la méme pour le cosinus. O

Il découle du paragraphe 1.3 et de la 27m-périodicité de sin et cos que :

Proposition. Soit x € R. On a
Inutile de I'apprendre par
coeur : un dessins et du bon
COS(:L‘) >0 sens devraient suffire.
Les quantificateurs
cos(z) <0 — d'existence ne sont pas op-
tionnels...
cos(z) #0 —
cos(z) =0 =
Rappelons que I'ensemble
. des réels congrus a T mo-
sin(z) >0 = e
dulo 7 se note aussi 5 +7Z.
sin(z) <0 —
sin(z) # 0 =
sin(z) =0 =
L Rappelons que I'ensemble
o L. . des réels congrus a 0 modulo
Cette proposition peut se réécrire avec des unions. Par exemple : .
T se note aussi TZ.

b) Régularité

[Lemme. Pour tout z € R,

sin(z)] < |- ]

DEMONSTRATION. Soit z € R. Procédons par disjonction de cas.

e Si|z| > 1, alors |sin(z)| <1 < |z

e Supposons que = € [0; 1[. Montrons I'inégalité avec un argument géométrique. Notons %
M le point de coordonnées (cos(z),sin(x)), qui se trouve donc sur le cercle trigono-

métrique. La distance parcourue sur le cercle trigonométrique a partir du point (1,0) = — |
jusqu'au point M est égale a x par définition. Mais la distance perpendiculaire entre M,
un point et une droite est la distance la plus courte entre ces deux objets. Puisque
z € [0;%], on en déduit que sin(z) < x et donc |sin(z)| < |z|. Gn(z) \=
e Supposons que z € |—1;0], alors sin(xz) > 0 et —x € ]0; 1] donc le point précédent et B
I'imparité de sin entrainent que L /
|sin(x)| = —sin(z) = sin(—z) < —z = |z|. O
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[Proposition. Les fonctions sin et cos sont continues sur R. ]

DEMONSTRATION. e Soit a € R. Pour tout =z € R,

sin(z) — sin(a)| = ‘2 Ccos <:U;a> sin <$ ; a)‘ <2

Le lemme précédente entraine alors que

r—a

|sin(z) — sin(a)| < 2 5

= |z —al.

On fait tendre z vers a et le théoreme d’'encadrement entraine que

|sin(z) — sin(a)] — 0 et donc sin(x) — sin(a). Autrement dit sin est conti-
Tr—a Tr—a

nue en a.

e Soit a € R. Pour tout z € R,

|cos(z) — cos(a)| = ’—QSin (:p ;r a) sin <x ; a)' < 2 [sin (m ; a)‘ < |z —al

Comme dans le point précédent, on conclut que |cos(z) — cos(a)] — 0 et donc
Tr—a

On utilise la formule de tri-
gonométrie

sin(z) — sin(y) =
2005(‘”+”)sm($2 )

On utilise la formule de tri-
gonométrie

cos(z) — cos(y) =
—2sin (2£Y¥) sin (23Y) .

cos(x) — cos(a). Autrement dit cos est continue en a. O
Lemme. M — 1 ] %
x z—0 ‘
B
DEMONSTRATION. Montrons cette limite avec un argument géométrique. Soit sin(u) F--- |
T € ]O;g[. L'aire de la portion de disque unité d'angle u (la zone grisée sur le des- o I
sin ci-contre) est égale a 5 (rappelons que |'aire d'une portion de disque d'angle 6 € |0 ; 27| 0 A

2 . . . . s .
de rayon r est %) Cette zone est incluse dans le triangle OB A donc a une aire inférieure,
et contient le triangle OM A donc a une aire supérieure. En particulier,
1 xsin(z) = 1 xtan(x)
2 2 2
Ainsi, en multipliant par 2, en divisant par sin(z) > 0, puis en utilisant la décroissance de
la fonction inverse sur R* , il vient :

sin(—z) _ sin(x)

Lorsque = € } 5 ,0[ —x € ]O;g[ et, puisque cos(z) = cos(—x) et — .
(car cos est paire sur R et sin est impaire sur R), I'inégalité ci-dessus est encore valide.

On en déduit que

sin(z)

VwG}—%;O[U}O;%[, cos(z) <

T

Par continuité de cos en 0, on a cos(z) —— 1 et alors le théoréme d'encadrement entraine
z—0

sin(x
que ( ) — 1. O
x x—0
Théoréme. Les fonctions sin et cos sont dérivables sur R. On a sin’ = cos et
cos’ = —sin

La longueur AB (indiquée
par une fleche) est égale a
tan(x).
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e SiacR, alors

+ ﬁ in ﬁ — + ﬁ % sin (%)
a 9 S 9 =COos | a 9 % .

DEMONSTRATION.

sin(a + h) — sin(a)

= — cos
h h
Puisque cos est continue en a et que a + % W a, on a
— g A
cos (a+2%) —— cos(a). De plus le | écéd sin (3) 1
5 . plus le lemme précédent assure que — — 1.
h—0 5 h—0
On en déduit que
sin(a + h) — sin(a
(ath) (a) cos(a).
h h—0
Ainsi sin est dérivable en a et sin’(a) = cos(a).
e Sia € R, alors
cos(a + h) — cos(a) 2 h h . h sin (%)
=——sinla sin{ =) =-sin{a+ = | x .
h 7 3 2 'y b
Puisque sin est continue en a et que a + % h—0> a, on a
—
in( b
sin (a4 %) —— sin(a). De plus le lemme précédent assure que Sm,(f) — 1
h—0 b) h—0
On en déduit que
cos(a + h) — cos(a
(ath) (@) —sin(a).
h h—0
Ainsi cos est dérivable en a et cos'(a) = —sin(a). O
1 — cos
Corollaire. (z) > 0.
az z—0
DEMONSTRATION. Comme cos est dérivable en 0, on a
1 — cos(z) cos(z) — cos(0) p
= — cos'(0) = sin(0) = 0.
. ~—0 — cos’(0) = sin(0) u

(Théoreme. La fonction cos est de classe € sur R et
cos si n=0[4],
() _ ) —sin si n=1[4],
vneR, o8 —cos si n=2[4],
sin  si n=3[4].

DEMONSTRATION. On montre par récurrence (laissée en exercice) que, pour tout n € N,

cos est de classe €413 et

cos® = cos, cos V) = —gin, cos™®t? = —cos, cos**t3) = sin 0
(Théoreme. La fonction sin est de classe €™ sur R et |
sin  si n=0[4],
. cos si n=1[4],
Vn e N sin(™ = . . 14
—sin si n=2[4],
—cos si n=3[4].

DEMONSTRATION. On montre par récurrence (laissée en exercice) que, pour tout n € N,

sin est de classe €413 et

sin(*) = sin, sin("th) = cos, sin("t?) = _ sin, sin"+3) = _ cos. O

On utilise la formule de tri-
gonométrie

sin(z) — sin(y) =
2005(5'3'“’)5'1n(9”2 )

On utilise la formule de tri-
gonométrie

cos(z) — cos(y)

—2 sm(

z+ty

Jsin (252
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c) Variations et convexité

[Proposition (variations).

L . . T 7r
e Pour tout k € Z, la fonction sin est strictement croissante sur [—5 + 2k ; 5 + 2km

s 3m
et strictement décroissante sur 5 + 2k ; > + 2k7r] :

e Pour tout k € Z, la fonction cos est strictement croissante sur [(2k — 1) ; 2kmn] et
strictement décroissante sur [2km ; (2k + 1)m].

L J

DEMONSTRATION. Découle du signe de — cos = sin’ et de sin = cos’. O

[Proposition (convexité/concavité).
e [a fonction sin admet un point d’inflexion en 0. Plus précisément, elle est convexe
sur [—m ;0] et concave sur [0 ;7).

g ™
e La fonction cos est concave sur —5i3]

L

Remarque : Le fait que |sin(x)| < ||

a déja été montré plus haut
et a permis de montrer
que sin est dérivable, etc.
Et d'aboutir en bout de

chaine aux propriétés de
convexité/concavité de sin.
d) Représentations graphiques Il peut donc paraitre éton-
Ci-dessous le graphe du sinus : nant. de présenter cette in-
égalité comme une consé-
quence de la convexité/con-
cavité. Cependant, dans la
pratique, c’est plutot cette
réponse qui est attendue
pour la démontrer. En fait la

construction de sinus et co-

sinus adoptée dans ce cours

. . .. . n'en est qu'une parmi tant
Pour mieux observer la convexité/concavité, on zoome sur l'intervalle [—m ;7] et on

, . . . d'autres (c'est la meilleure a
représente la droite d'équation y =z :

ce stade de I'année). Nous
aurions pu, par exemple, les
y== définir avec des sommes de
séries (cf. chapitre 27) et ob-
tenir alors bien plus facile-

- 0 T ment toutes les formules.

Ci-dessous le graphe du cosinus :
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Enfin, ci-dessous, sur un méme dessin, les graphes de ces deux fonctions (sinus en traits
pleins, cosinus en pointillés) :

T
1 2
B
,/" T~ s RS
’, ~ e N
Y N
N s e N
N ’ N
(N 7 \\
N
0 s /” N \
'R ’ 21 N 3T
-1 ~ 4 hRS
-+ \\N——’/ \\——’/

On remarque qu'elles ont le méme graphe, décalé de 7, ce qui est normal puisque, pour tout
z, cos(z) = sin (z + %) et donc (cf. chapitre 4), le graphe du cosinus est « en avance »

de 5 par rapport au graphe du sinus. Iy a un déphasage de Z

entre le sinus et le cosinus.
e) Paramétrisation du cercle trigonométrique

[ Proposition. Soit (a,b) € R? tel que a®+b? = 1. Alors il existe 6 € R tel que a = cos(6)
et b =sin(). Plus précisément, sur tout intervalle semi-ouvert de longueur 2 (c’est-3-| St ©n prend un intervalle ou-
dire de la forme [o; a + 27| ou Ja; o+ 2] avec o € R), il existe un unique 6 tel que| Vet alors un tel plii et
a = COS(@) eth= Siﬂ(@). pas forcément, et si on
- le prend fermé, il n’'est
DEMONSTRATION. plus forcément unique : par
exemple, il n'existe pas de
réel § € ]—m;x| tel que
sin(0) = 0 et cos(f) = —1,
et sur [—m;7|, ™ et —7
conviennent.
T 0o « 0 o+2m
A A A G
0
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Vz € R,

\

acos(z) + bsin(z) = Ccos(z — )

'Proposition. Soient a et b deux réels. Alors il existe (C, ) € R? tels que :

DEMONSTRATION.

2) Fonction tangente

a) Premiéres propriétés

Il découle des propriétés du paragraphe 1.6.c que :

[Proposition. La fonction tan est définie, impaire et m-périodique sur R\ (g + WZ). ]

Proposition (signe). Soit x € R\ (g + ﬂ'Z). On a

tan(x) > 0 =

dkeZ, me]k‘w;i

2 —I—/mr[

On peut aussi considérer

pour k, la partie entiére
— 0
« 0 + 1

T
(c’est-a-dire le plus petit en-

supérieure de

tier qui lui est supérieur ou

égal).

Lien avec la physique : une
somme de deux signaux si-
nusoidaux de période 27 est
donc encore un signal sinu-
soidal de période 27 : C' est
appelé amplitude du signal

et ¢ le déphasage.

%thode de preuve a retenir
pour trouver C' et ¢ dans
des cas particuliers de a et
b. Mais on peut aussi éva-
luer en deux valeurs de x
pour obtenir un systéeme de
deux équations dont C et ¢
sont les inconnues (possible
puisque l'on sait qu’elles

existent).

Ne pas confondre les points
en lesquels la tangente est
nulle et les points en lesquels

la tangente n'est pas définie.
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tan(z) <0 <=  3JkeZ xe]—g+kw;kw[
tan(z) # 0 = Jk € Z, xE]—g+kW;kw{U]kw;g+kzw[
tan(z) =0 = keZ, xze€kr = z = 0[n]

b) Régularité et limites

Proposition. La fonction tan est dérivable (donc continue) sur R\ (5 + wZ). Par ailleurs %

1
tan’ = 1 + tan? = —.
cos

DEMONSTRATION. Puisque cos est dérivable et ne s’annule pas sur R\ (% +7TZ) et
puisque sin est dérivable sur R, la fonction tan = - est dérivable sur R\ (g + 7TZ). De
plus

, sin’cos —sincos’  sin? + cos? 1
tan = 3 = 3 = 3
cos cos cos
mais aussi = 1 + tan®. O
[Proposition. La fonction tan de classe € sur R\ (3 + 7Z). ]

DEMONSTRATION. Pour tout n € N*, notons H(n) : « tan est n fois dérivable sur

R\ (% + ﬂ'Z) ». Raisonnons par récurrence.
e Initialisation. On vient de montrer que H(1) est vraie.

e Hérédité. Soit n € N*. Supposons que H(n) est vraie. Alors tan est n fois dérivable
sur R\ (% + 7Z) donc tan’ = 1 + tan? aussi. On en déduit que tan est n + 1 fois
dérivable sur R\ (% + 7Z). Ainsi H(n + 1) est vraie.

e Conclusion. Par récurrence, pour tout n € N*, H(n) est vraie.

On en déduit que tan de classe > sur R\ ( + 7Z). O
Proposition (limites en £7).  lim tan(z) = —occ et lim tan(z) = +oo.
A T
z—(=%) (%)
DEMONSTRATION. Puisque sin est continue en 7%, on a sin(z) —— sin (—5) = -1
T——7
2
et sin(z) — sin (5) = 1. La fonction cos est strictement positive sur |—5; 2| et,
2
comme elle est continue et nulle en +%, cos(z) ——— 0T et cos(x) ———— 0. D’ou
_my+ ™y —
z—( 2) z%(2)
les deux limites de tan par quotient de limites. ]

c) Variations et convexité

Proposition (variations). Pour tout k € 7Z, la fonction tan est strictement croissante
sur}—g +k7r;g+k:7r[.

DEMONSTRATION. Puisque tan’ = 1 4 tan® > 0, tan est strictement croissante sur tout
intervalle de son domaine de définition. O

Proposition (convexité/concavité). La fonction tan admet un point d’inflexion en 0.]

Plus précisément, elle est convexe sur [O; g] et concave sur [—g ;0}.

Comme tan(0) = 0 et

tan’(0) =1, on a
tan(x)

T x—0

On avait déja vu plus haut

que

1 +tan2 =

cos?’

II'n'y a pas de formule simple
pour les dérivées successives
de tan mais on verra dans
le chapitre 19 que |'on peut
tout de méme obtenir une

formule de récurrence.

Mais tan n'est pas stric-
tement  croissance  sur
R\(5 +7Z)!
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DEMONSTRATION. La fonction tan est deux fois dérivable sur ] —555 [ et tan’ = 1+ tan?
donc
tan” = 0 + 2tan’ tan = 2tan(1 + tan?).

Ainsi tan” a le méme signe que tan donc s'annule et change de signe en 0 pour passer de
négatif a positif. O

Remarque :

d) Courbe représentative

y = tan(x)

Il Fonctions circulaires réciproque

1) Fonction Arctangente

a) Définition et premiéres propriétés

Théoréme (fonction Arctangente). La fonction tangente est une bijection de } —5ig [
sur R. Sa fonction réciproque est appelée Arctangente et notée Arctan.

La fonction Arctan est définie sur R. Elle est impaire, continue, strictement croissante
sur R,

lim Arctan(z) = T et lim Arctan(z) = T
| z—+00 2 T——00 2
DEMONSTRATION.
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'Proposition.
e Pour tout x € R, tan(Arctan(z)) = x.

e Pour tout z € |—%; %[, Arctan(tan(z)) = .

.

DEMONSTRATION. Découle directement de la définition de Arctan comme réciproque de %
tan sur |—7/2;7/2[. O Te---

Remarques :

e En d'autres termes, pour tout z € R, Arctan(x) est I'unique y € ]—% ,%[ tel que
tan(y) = x.

R ——

e De maniére imagée (toujours avoir ce dessin en téte pour se souvenir du théoréme

ci-dessus) : Arctan(@)
tan
Arctan
° & La fonction tangente n'est pas injective sur Diay, et donc I'Arctangente n'est pas
la réciproque de la fonction tangente : Arctan est la réciproque de tan hiﬁ o qui, elle,
272
est injective, et méme bijective de ]—% ; %[ sur R.
& On n'a pas toujours Arctan(tan(z)) = z! %yens mnémotechniques :
Par exemple, on a tan(m) = 0 donc Arctan(tan(m)) = Arctan(0) = 0 (car tan est o La tangente n'est pas dé-
impaire). On n'a pas Arctan(tan(w)) = 7/ Aol i TR,

e Arctan est a valeurs dans

1-%: %[

tan(z) @ --f--mcecmmc e e

I
I
é
rctan(tan(x)) :
eseulye]—ggg[
el que tan(y) = tan(f

e Une méthode simple (mais efficace!) pour montrer une égalité du type v = Arctan(A)
consiste a :
* montrer que tan(a) = A

E

* puis montrer que o € ]—g ;

S

Par exemple

On généralisera cela en exer-

cice.

En lisant le tableau des valeurs usuelles de tan dans |'autre sens, on obtient :
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Proposition (valeurs remarquables).
Et on obtient les valeurs né-

1 gatives remarquables en uti-

x 0 ﬁ 1 \/g lisant I'imparité de Arctan.
Y s 7
Arctan(z) |0 | = | = | =
) 6 4 3

b) Régularité et convexité

rProposition. La fonction Arctan est dérivable sur R et
Vz e R Arctan’(z) = ! .
| 1+ 2
DEMONSTRATION.
O
[Proposition. La fonction Arctan est de classe €°° sur R. ]

DEMONSTRATION. La fonction Arctan est dérivable sur R et sa dérivée est une fonction
rationnelle définie sur R. Ainsi Arctan’ est de classe € sur R et donc Arctan aussi. [J

Proposition. La fonction Arctan admet un point d’inflexion en 0. Plus précisément :
Arctan est convexe sur R_ et concave sur R, .

DEMONSTRATION. La fonction Arctan est deux fois dérivable sur R et, pour tout x € R,

Arctan” (z) = 5 est du signe de —z. Ainsi Arctan” s'annule en 0 en changeant

—2x
(14 x2)
de signe : elle est positive sur R_ et négative sur R . O
Remarque : La tangente en 0 a la courbe représentative de Arctan est la droite d'équation
y = x. La proposition précédente assure que la courbe représentative de Arctan est
au-dessus de sa tangente en 0 sur R_ et en-dessous de sa tangente en 0 sur R;. On en
déduit que
Vo € R, | Arctan(x)| < |x|.

c) Courbe représentative

y = Arctan(z)

44444444444744444‘.444
(NIE]
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d) Quelques égalités remarquables

Voici quelques égalités impliquant la fonction Arctan qu'il faut connaitre et savoir redé-
montrer a la demande :

e Ona:
1 I si >0
X [ T
Vr € R*, Arctan(z) + Arctan <x> { s 2 <0
En effet :
g n'est pas constante : son
e Ona: domaine de définition n'est
pas un intervalle!
1 T
Vr € R, cos(Arctan(z)) = ——— et sin(Arctan(z)) = ——
(retan(e) = Jrs ot silhretan)) = 7=
En effet :

2) Fonction Arcsinus

a) Définition et premiéres propriétés

Théoréme (fonction Arcsinus). La fonction sinus est une bijection de [—% ;5] sur
[—1;1]. Sa fonction réciproque est appelée Arcsinus et notée Arcsin.

La fonction Arcsin est définie sur [—1;1]. Elle est impaire, continue et strictement
croissante sur [—1;1].
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DEMONSTRATION.

rProposition.
e Pour tout x € [—1;1], sin(Arcsin(z)) = x

I
e Pour tout z € [—%; %], Arcsin(sin(z)) = =.

.

DEMONSTRATION. Découle directement de la définition de Arcsin comme réciproque de
sin sur [—%7g] O

Remarques :

e En d'autres termes, pour tout = € [—1;1], Arcsin(z) est I'unique y € [—7 ;5] tel que %
sin(y) = x.

e De maniére imagée (toujours avoir ce dessin en téte pour se souvenir du théoréme
ci-dessus) :

S
Arcsin(z)
sin

Arcsin

° & La fonction sinus n'est pas injective sur R, et donc I'Arcsinus n'est pas la réciproque
de la fonction sinus : Arcsin est la réciproque de sin }[_

Passer a I'Arcsinus dans une
] qui, elle, est injective, et  égalité, quand c'est possible,

est une opération réversible.
Mais passer au sinus dans
une égalité est irréversible :

s
2

[ME]

méme bijective de [—7 ;%] sur [-1;1].

Ecrire sin(Arcsin(z)) n’a de sens que si € [—1;1] et, dans ce cas, cela vaut .
En revanche Arcsin(sin(z)) a un sens pour tout z € R mais on n'a pas toujours =y ¥ sin(z) = sin(y).
Arcsin(sin(z)) = x|
. L. . . Le sens réciproque n'est
Par exemple, on a sin(m) = 0 donc Arcsin(sin(m)) = Arcsin(0) = 0 (car sin est

. . , . . méme pas vrai modulo 27
impaire). On n’a pas Arcsin(sin(7)) = /

(cf. paragraphe 1.5.b).
e Une méthode simple (mais efficace!) pour montrer une égalité du type o« = Arcsin(A)

consiste a :
* montrer que sin(a) = A

* puis montrer que « € [— ,g]

SIE

Par exemple : On généralisera cela en exer-

cice.

En lisant le tableau des valeurs usuelles de sin dans |'autre sens, on obtient :
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Proposition (valeurs remarquables).

1| vV2]| V3
i 0] = | X2 | X1
sin(x) 5| S 5
T 7w T | 7w
Arcsi - = | =z |z
resin(z) | O 5| 7 3 |3
b) Régularité et convexité
[Lemme. Pour tout x € [—1;1], cos(Arcsin(z)) = V1 — x2. ]
DEMONSTRATION.
O
rProposition. La fonction Arcsin est dérivable sur|—1;1] et
vl Acele) = ——
z €]-1; resin’(z) = ——.
| V1— a2
DEMONSTRATION.
0
[Proposition. La fonction Arcsin est de classe € sur |—1;1]. ]

DEMONSTRATION. La fonction Arcsin est dérivable sur ]—1;1[. La fonction

T — 1 5 est de classe ¥°° sur |—1;1] et a valeurs strictement positives en tant que

—x
fonction rationnelle dont le dénominateur est a valeurs strictement positives sur |—1; 1].
La fonction racine carrée étant de classe > sur R* , on en déduit que Arcsin’ est de

classe € sur |—1; 1] et donc Arcsin aussi. O

Proposition. La fonction Arcsin admet un point d’inflexion en 0. Plus précisément :
Arcsin est convexe sur [0; 1] et concave sur]—1;0].

DEMONSTRATION. La fonction Arcsin est deux fois dérivable sur |—1;1[ et, pour tout
€]-1;1][, Arcsin”(z) = 2(1 — 22)~3/2 est du signe de 2. Ainsi Arcsin” s'annule en 0
en changeant de signe : elle est positive sur [0; 1] et négative sur |—1;0]. O

Remarque : La tangente en 0 a la courbe représentative de Arcsin est la droite d'équation
y = x. La proposition précédente assure que la courbe représentative de Arcsin est au-
dessus de sa tangente en 0 sur [0; 1] et en-dessous de sa tangente en 0 sur |—1;0]. On en
déduit que

Ve e]-1;1], | Arcsin(x)| > |z|.

Et on obtient les valeurs né-
gatives remarquables en uti-
lisant I'imparité de Arcsin.

Arcsin n'est pas dérivable
en —1 et en 1. Sa courbe ad-
met une tangente verticale

en ces points.
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c) Courbe représentative

|
! 5y = Arcsin(z)
-

3) Fonction Arccosinus

a) Définition et premiéres propriétés

Théoréme (fonction Arccosinus). La fonction cosinus est une bijection de [0 ; ] sur
[—1;1]. Sa fonction réciproque est appelée Arccosinus et notée Arccos.

La fonction Arccos est définie sur [—1;1]. Elle est continue et strictement décroissante
sur [—1;1].

DEMONSTRATION.

rProposition.

e Pour tout x € [—1;1], cos(Arccos(x)) = .

e Pour tout x € [0; 7], Arccos(cos(z)) = .

L

DEMONSTRATION. Découle directement de la définition de Arccos comme réciproque de
cos sur [0; 7). O

Remarques :

e En d'autres termes, pour tout x € [—1;1], Arccos(x) est I'unique y € [0; 7] tel que %
cos(y) = x.

e De maniére imagée (toujours avoir ce dessin en téte pour se souvenir du théoréme

ci-dessus) : i

®

Arccos(x)
CcOS

Arccos
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° & La fonction cosinus n'est pas injective sur R, et donc I'Arccosinus n'est pas la
réciproque de la fonction cosinus : Arccos est la réciproque de cos ‘[0 7] qui, elle, est
injective, et méme bijective de [0; 7] sur [—1;1].

Ecrire cos(Arccos(z)) n'a de sens que si z € [—1;1] et, dans ce cas, cela vaut .

En revanche Arccos(cos(x)) a un sens pour tout x € R mais on n'a pas toujours
Arccos(cos(x)) = x|

Par exemple, on a cos(2m) = 1 donc Arccos(cos(2m)) = Arccos(l) = 0 (car
cos(0) =1 et0 € [0;m]). On n'a pas Arccos(cos(2m)) = 2w !

e Une méthode simple (mais efficace!) pour montrer une égalité du type o« = Arccos(A)
consiste a :

* montrer que cos(a) = A
* puis montrer que « € [0; 7.

Par exemple :

En lisant le tableau des valeurs usuelles de cos dans I'autre sens, on obtient :

[Proposition (valeurs remarquables). |
V3| V2] 1 1| V2| V3
cos(x) -1|-—|-—7F]|-210|z| = |—= |1
2 2 2 2 2 2
) 3 2
Arccos(z) | w % Zﬂ ?ﬁ g g % % 0
b) Régularité
[Lemme. Pour tout x € [—1;1], sin(Arccos(z)) = V1 — a2 ]

DEMONSTRATION. Soit # € [—1;1]. Puisque sin? = 1 — cos?, on a

sin?(Arccos(z)) = 1 — cos?(Arccos(z)) = 1 — 2°.

Puisque sin est positive sur [0;7] et Arccos(z) € [0; 7], on a sin(Arccos(z)) > 0 et donc

sin(Arccos(z)) = V1 — 22 O

Exemple : Résoudre I'équation Arccos(z) = Arcsin(x), d'inconnue x réel.

Passer a I'Arccosinus dans
une égalité, quand c’est pos-
sible, est une opération ré-
versible. Mais passer au co-
sinus dans une égalité est ir-
réversible :

z =1y ¥ cos(z) = cos(y).

Le sens réciproque n’est
méme pas vrai modulo 27

cf. paragraphe 1.5.b).

On généralisera cela en exer-

cice.

On peut méme pousser
I"analyse un peu plus loin. Le
fait que Arccos(z) € [0; 7]
force Arcsin(z) a appartenir
a [0; ﬂ et donc x a apparte-
nir a [0; 1]. Cela exclut d'of-
fice —g comme possible so-
lution, laissant alors unique-

ment g pour la syntheése.
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[Proposition. La fonction Arccos est dérivable sur]—1;1[ et

1

Vﬂ? € ]—1 3 1[ ArCCOS/(x) = —\/ﬁ
— X

\

DEMONSTRATION. La fonction f = cos est dérivable sur [0;7] et cos’ = —sin ne
s'annule qu'en 0 et 7 sur [0;7]. Ainsi le théoréeme de dérivabilité de la réciproque assure
que Arccos = f~! est dérivable sur [~1;1]\{f(0), f(7)} =]—1;1] et

1 1 1 en ces points.

_ . / — - = -
Vo €]-1;1[, Arccos'(z) cos’(Arccos(z))  —sin(Arccos(x)) Vi—z2 O

Arccos n'est pas dérivable
en —1 et en 1. Sa courbe ad-

met une tangente verticale

Remarque :

[Proposition. La fonction Arccos est de classe €°° sur |—1;1]. ]
DEMONSTRATION. La fonction Arccos est dérivable sur |—1;1[. Puisque
Arccos’ = — Arcsin’ et on a vu que Arcsin’ est de classe € sur |—1;1[. On en déduit
que Arccos’ est de classe € sur |—1;1[ et donc Arccos aussi. O

c) Courbe représentative

(VB
-
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