Devoir maison n°10

A rendre le lundi 5 janvier 2026

Rédigez sur une copie double lisiblement et proprement. Laissez une marge a gauche, écrivez a l'encre bleue ou
noire et encadrez ou soulignez les résultats principaux.

Veuillez apporter un soin particulier a la rédaction, a la rigueur et aux raisonnements. Tout résultat doit étre
Jjustifié. N'oubliez pas d’introduire toutes les variables que vous utilisez.

EXERCICE 1 : LEMME DE DEDEKIND ET THEOREME DE CANTOR BERNSTEIN

Partie A : Lemme de Dedekind

Soit £ un ensemble non vide. Soit A une partie non vide de E. On suppose qu’il existe une injection f de F
sur A. L'objectif de cette partie est de montrer qu'il existe une bijection de E sur A. Ce résultat est appelé lemme
de Dedekind.

1) Traiter le cas ou f est surjective et le cas ot A = F.

Supposons dans la suite que f n'est pas une surjection de E sur A et que A # E.

On définit la suite (By,)nen de parties de E par By = E'\ A (qui est donc non vide par hypothése) puis, pour tout
n €N, B,+1 = f(B,). Posons alors
B=|]J B,

neN
Introduisons enfin la fonction
EFE — A
©: f(z) si xe€eB
v { r si x¢B

2) a) Justifier que ¢ est bien a valeurs dans A.
b) Montrer que B est stable par ¢.
c) Montrer que AN B C f(B).

3) a) Montrer que, pour tout (z,y) € E?, siz € Bety ¢ B, alors o(x) # ¢(y).
b) Montrer alors que ¢ est injective sur E.

4) Montrer que ¢ est bijective de E sur A.

5) Application. Intéressons-nous a un exemple. Dans cette question uniquement, on suppose que £ = N,
A =N\{0;1} et f:n+— n+ 4. Expliciter alors la fonction ¢.
On ne demande pas de justifier que f est injective de N sur A (c’est immédiat).

Partie B : Théoréme de Cantor Bernstein

Soient F et I deux ensembles non vides. Supposons® qu'il existe u une injection de E dans F et v une injection
de F' dans F.

1) En utilisant le lemme de Dedekind, montrer qu'il existe une bijection ¢ de E sur v(F).
2) En déduire qu'il existe une bijection de E sur F'. Ce résultat s'appelle le théoréme de Cantor Bernstein.

3) On suppose qu'il existe une surjection 2w de E sur F. Montrer qu'il existe alors une injection de F' dans E.
Le théoréeme de Cantor-Bernstein entraine alors qu'il existe encore une bijection de E sur F'.

1. Dans cette partie u et v ne désignent pas les fonctions de la question qui précéde mais des injections quelconques.
2. Et qu'il existe toujours I'injection v de E sur F'.
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EXERCICE 2 : UNE BIJECTION DE N SUR QQ

L'objectif de cet exercice est de construire une bijection entre N et QT = QN[0 ; +o0] via un procédé algorithmique.
On définit la fonction f de N dans Q" par :

e f(0)=0,
e pour tout n € N*, f(2n) = f(n) + 1.
e pourtoutn € N, f2n+1) = f(n)1+1

On ne demande pas de justifier que f est bien définie sur N et a valeurs dans Q; (cela se fait aisément par
récurrence forte).

1) Calculer f(n) pour tout n € [1;11].

2) Supposons que f n'est pas injective. Notons ag le plus petit élément de I'ensemble
A={aeN|TbeN, b>aet f(a)= f(b)}.

a) Justifier que ag est bien défini, que ag > 0 et qu'il existe by € N tel que f(ag) = f(by) et by > ap.
b) Montrer que ag et by ont la méme parité.
On pourra comparer f(ag) et f(by) au rationnel 1.

c) Aboutir a une contradiction.

On en déduit que f est injective sur V.
3) a) Montrer que, pour tous k € N* et n € N, f(2"k) =n+ f(k).

1
b) En déduire que, pour tout n € N\{0;1}, f(2"" 1 +1) = -
17

4) Déterminer n € N tel que f(n) = 3

5) Pour tout n € N*, notons
H,, : « pour tout p € N*, P admet un antécédent par f».
n

a) Justifier que H; est vraie.
Soit n € N*. Supposons que H}, est vraie pour tout k € [1;n]. Soit p € N n'étant pas un multiple de n + 1.

b) Notons ¢ et r le quotient et le reste respectifs de la division euclidienne de p par n + 1. Montrer que

1 —
ntl-r admet un antécédent ¢ par f (que I'on ne cherchera pas a expliciter).
sy p
c) En déduire que f(29(2c+1)) = )
) En déduire que f(20(2c+1)) = —2

d) Montrer que f est surjective de N dans Q.

6) A l'aide de f, proposer (sans le démontrer) une bijection de N dans Q.
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EXERCICE 3 : ETUDE D’UNE RELATION D’ORDRE SUR R2

On définit sur R? la relation < par
V((z,y), (@) € R, (zy) < (@y) <= |/ —z|<y -
1) Montrer que < est une relation d'ordre sur R2.

2) Est-ce que < est une relation d'ordre totale ?

3) On note D = {(z,y) € R? |22 + y? < 1}, le disque unité fermé de R?. Le but de cette question est de
déterminer la borne supérieure de D pour la relation <.

a) Soit (z,y) € R2. Justifier que (z,y) est un majorant de D si et seulement si
V(a,b) € D?, yzr+b—a et y=>—-x+b+a.

b) En déduire que, si (z,y) est un majorant de D, alors y >z + V2 et y > —x + /2.

c) Montrer que, siy >z ++/2 ety > —x ++/2, alors (z,y) est un majorant de D.

On vient donc de montrer que {(x,y) € R? |y > x4+ /2 et y > —x + /2} est I'ensemble des majorants de
D. |l s’agit de I'ensemble des points du plan dont les coordonnées sont au dessus des droites d'équation
y=xz++v2ety=—x++/2 (I'ensemble hachuré sur le dessin ci-dessous).

/ N

d) En déduire que D admet une borne supérieure que I'on explicitera. Est-ce le maximum de D?
On s’aidera bien siir du dessin pour conjecturer la borne supérieure.

EXERCICE 4 : POINTS FIXES D'UNE APPLICATION CROISSANTE SUR Z(E)

Soit E un ensemble. Soit f une fonction de Z?(E) dans lui-méme qui est croissante, c’est-a-dire
V(A,B)e Z(E)>, ACB = f(A)C f(B).
On pose & ={X € Z(E)| X C f(X)}.
1) Justifier que <7 est non vide puis montrer que ./ admet une borne supérieure. On la note U dans la suite.
2) Montrer que f(U) est un majorant de <.
3) En déduire que U € o puis que U est un point fixe de f (c'est-a-dire f(U) = U).
)

4) Montrer que U est le plus grand (pour I'inclusion) point fixe de f.

Lycée Condorcet - MPSI2 3/3 Matthias Gorny



