Devoir maison n°11

A rendre le lundi 12 janvier 2025

Rédigez sur une copie double lisiblement et proprement. Laissez une marge a gauche, écrivez a l'encre bleue ou
noire et encadrez ou soulignez les résultats principaux.

Veuillez apporter un soin particulier a la rédaction, a la rigueur et aux raisonnements. Tout résultat doit étre
Jjustifié. N'oubliez pas d’introduire toutes les variables que vous utilisez.

EXERCICE 1 : QUELQUES RESULTATS SUR LES GROUPES FINIS

Avant de commencer, rappelons que le nombre d'éléments d'un ensemble fini E est appelé son cardinal et noté
card(E). On admet les résultats suivants qui sont totalement intuitifs' (et que I'on pourra donc utiliser librement
dans cet exercice) :

e SiACE, alors A est fini et card(A) < card(FE).
o SiACFE etcard(A) = card(FE), alors A= E.
e Soitn € N\{0;1}. Si Ay,..., A, sont des parties de E qui sont deux a deux disjointes, alors

n n
card (U Ak> = anrd(Ak).

k=1 k=1
e S'il existe une bijection de E sur F', alors F' est fini et card(F') = card(F).

Dans tout cet exercice, G désigne un groupe fini (non forcément abélien) dont la loi est notée multiplicativement
et le neutre est noté e.

Partie A : Le théoreme de Lagrange
Soit H un sous-groupe de G. Pour tout x € G, on note Hx = {hx |h € H}.
On définit sur G une relation R par
V(z,y) € G2, TRy <= ay 'eH.
1) Montrer que R est une relation d’équivalence.
2) Montrer que, pour tout = € G, la classe d'équivalence de z: pour R est cl(z) = Hzx.

3) Soit z € G. Montrer que I'application

[ H — cl(z)
f'{h —  hzx

est une bijection. Est-ce un morphisme de groupes?

4) Notons R, un ensemble de représentants des classes d'équivalence de R. Déduire des résultats rappelés en
préambule que card(G) = card(Rep) X card(H).

I s’ensuit que card(H) divise card(G). Ce résultat est appelé théoréeme de Lagrange.

5) Une premiére application. Montrer que, si card(G) est premier, alors G n'admet que {e} et G pour
sous-groupes.

1. lls ont été montrés en annexe du chapitre 15 et nous en reparlerons dans le chapitre 31.
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Partie B : Ordre d’un élément d'un groupe

On se donne z € G.
1) Notons (z) = {z" |n € Z}. Montrer qu'il s’agit d'un sous-groupe abélien de G.
2) a) Justifier qu'il existe (k,¢) € N2 tel que k # £ et 2¥ = a*.

b) En déduire que {n € N*|z" = e} admet un plus petit élément. On le note w(z) et on I'appelle I'ordre
de z.

c) Justifier que e est le seul élément d'ordre 1.
Ainsi, pour tout = € G\{e}, w(z) > 2 et, par définition, z**) = ¢ et 2* # e pour tout k € [1;w(z) — 1].

d) A I'aide du théoréme de division euclidienne par w(z), montrer que :

e pour tout n € N, 2" = e si et seulement si w(z)|n.
o (z)={2"|0<r <w(z)—1}.

3) En déduire que (z) est de cardinal w(z).
4) Conclure que w(x)| card(G).

Partie C : Classification des groupes de cardinal premier
Supposons dans cette partie que p = card(G) est premier. Donnons-nous = € G\{e} quelconque.
1) Justifier que G = (x).
2) On a donc p = w(z). Montrer que

2ikm
k

U — G
7] S —

est un isomorphisme de U, dans G.

Sous-entendu dans ['écriture ci-dessus : k € Z. On commencera par justifier que I'image d’un élément de
U, ne dépend pas I'argument choisi dans son écriture exponentielle (et donc du choix de k).

Nous venons de montrer qu'il existe un unique groupe de cardinal p, a isomorphisme prés.

Partie D : Classification des groupes de cardinal 4

Supposons dans cette partie que card(G) = 4.

1) Construire sans démonstration les tables de loi des groupes Uy et U3.

2) Justifier que tout élément de GG qui n’est pas e est d'ordre 2 ou d'ordre 4.

4) Supposons dans la suite que tous les éléments de G\{e} sont d'ordre 2. Donnons-nous deux éléments
distincts a et b de G qui ne sont pas e.

a) Montrer que ab # a, ab # b et ab # e.

3) Supposons qu'il existe un élément d'ordre 4. Montrer alors brievement que G est isomorphe a Uy.

Il s'ensuit que G = {e;a;b; ab}.
b) Montrer que ab = ba.
c) Construire alors la table de la loi de G (en justifiant les calculs).
d) On définit alors la fonction g de U3 dans G par g((1,1)) = ¢, g((—1,1)) = a, g((1,-1)) = b et
g((—1,—1)) = ab. Vérifier que g est un isomorphisme.

Nous venons de montrer qu'il existe deux groupes de cardinal 4, & isomorphisme prés (U et U3). On en
déduit aussi qu'un groupe d’ordre 4 est forcément abélien.

Lycée Condorcet - MPSI2 2/3 Matthias Gorny



EXERCICE 2 : IDEAUX MAXIMAUX ET IDEAUX PREMIERS

Soit (A, +, x) un anneau commutatif non nul. On appelle idéal de A tout sous groupe I de (A, +) vérifiant :

V(a,z) € Ax I, azr € 1.

Un idéal I de A est dit :

propre si [ # A.
maximal s'il est propre et si le seul idéal propre contenant I lui-méme (autrement dit si J est un idéal tel
que I C J, alors J =1 ou J = A).

premier si I est propre et si

Y(a,b) € A% abel = a€c€loubel

a) Montrer que, pour tout z € A, zA = {za|a € A} est un idéal de A.
b) Soient I et J deux idéaux de A. Montrer que I + J = {x + y| (x,y) € I x J} est un idéal de A.

Un exemple. Soit £ € N*. Montrer que kZ est un idéal maximal de Z si et seulement si k est premier.
Soit I un idéal propre de A. Montrer que I est maximal si et seulement si, pour tout x € A\I, I + zA = A.

En déduire qu'un idéal maximal est premier.
On utilisera bien siir la question précédente et on s'inspirera de la démonstration du théoréme de Gauss
(d’arithmétique).

Supposons que A est un corps. Montrer que {0} est le seul idéal propre de A. En déduire que tout idéal
propre de A est premier.

Réciproquement, supposons que tout idéal propre de A est premier.

a) Montrer que A est intégre.

b) Montrer que A est un corps.
On commencera par se donner a non nul dans A et on s'intéressera a I'idéal a*>A .
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