Devoir maison n°12

A rendre le samedi 24 janvier 2026

EXERCICE 1 : CARACTERISATION DES INVOLUTIONS MONOTONES DE R

On dit qu'une fonction f : R — R est une involution lorsque f o f = Idg, autrement dit lorsque f est bijective
de réciproque elle-méme.

1) Montrer que Idg est la seule involution croissante.
Dans toute la suite on se donne une involution décroissante f de R dans R.

2) Montrer que f(z) —— —oo et f(x) —— +00.
T—+00 T——00
3) Soient zp € R et £ > 0. On pose

5 = min (f(f(z0) = 2) =20, 70 — f(F(w0) +2) ).

a) Justifier que § > 0.
b) Montrer que, pour tout = € [zg — 0 ;20 + 4], |f(x) — f(zo)| < e.
4) En déduire que f est continue sur R.

5) On pose g : x — = — f(x). Montrer que g est une bijection continue et strictement croissante de R sur R
et vérifier que gt o (—Idr) o g = f.

6) Donnons-nous h une bijection continue et strictement croissante de R dans R. On pose ¢ = h™1o(—Idg)oh.
Montrer que ¢ est une involution continue et décroissante sur R.

Nous avons donc totalement caractérisé les involutions monotones sur R : la seule involution croissante sur R est
I'identité et les involutions décroissantes sur R sont les applications qui s'écrivent sous la forme h=' o (—Idg) o h
avec h une bijection continue et strictement croissante de R dans R.

7) Montrer qu'une involution non monotone sur R n’est pas continue sur R.

Ainsi une involution sur R est monotone si et seulement si elle est continue. On a donc aussi totalement caractérisé
les involutions continues sur R. Existe-t-il des involutions sur R non continues (ou non monotones c'est la méme
chose) 7

8) Justifier que
_ 1—2 si z€Q
fro— { L si zeR\Q

xT

est une involution discontinue sur R.

9) Justifier que

. —\/5 Si $€R+
f.x»—>{ 22 si zeR®

est une involution continue sur R mais non dérivable.

EXERCICE 2 : UNE SUITE RECURRENTE EN TOTALE AUTONOMIE

On consideére la suite (uy,)nen définie par ug = 1 et
Vn € N, Unp+1 = 1+ e U,

Montrer que (up)nen converge et que, pour tout k € N*, si ny, = |kIn(10)| 4 1, alors u,, est une approximation
de sa limite 3 107 pres.
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