
Devoir maison no 14
À rendre le mercredi 11 février 2026

Rédigez sur une copie double lisiblement et proprement. Laissez une marge à gauche, écrivez à l’encre bleue ou
noire et encadrez ou soulignez les résultats principaux.
Veuillez apporter un soin particulier à la rédaction, à la rigueur et aux raisonnements. Tout résultat doit être
justifié. N’oubliez pas d’introduire toutes les variables que vous utilisez.

Problème : Une équation polynomiale

On se donne a et b dans R. On considère dans tout cet exercice l’équation

(E) P (X2) = P (X + a)P (X + b),

d’inconnue P ∈ R[X]. On note E l’ensemble des solutions non constantes de l’équation (E).

On admet temporairement (ce sera montré à la question C1) que tout polynôme de E est unitaire.

Question préliminaire

Déterminer les solutions de (E) qui sont constantes.

Partie A : Le cas particulier où a = b

Supposons dans cette partie uniquement que a = b. L’équation (E) est donc

P (X2) =
(
P (X + a)

)2

d’inconnue P ∈ R[X].

1) Soit P ∈ E . Notons r le nombre de racines complexes distinctes de P .
a) Justifier que r ∈ N∗.

b) Déterminer le nombre de racines complexes distinctes de
(
P (X + a)

)2.
c) Déterminer le nombre de racines complexes distinctes de P (X2) selon que 0 est racine de P ou non.
d) En déduire qu’il existe n ∈ N∗ tel que P = Xn.

2) Décrire alors E lorsque a ̸= 0 et lorsque a = 0.

Partie B : Le cas particulier où a = 0 et b = −1

Supposons dans cette partie uniquement que a = 0 et b = −1. L’équation (E) est donc

P (X2) = P (X)P (X − 1)

d’inconnue P ∈ R[X].

Soit P ∈ E . Soit α une racine complexe de P .

1) a) Montrer que, pour tout n ∈ N, α2n est encore racine de P .
b) En déduire que α = 0 ou α ∈ U.

2) On considère la suite (un)n∈N définie par u0 = 0 et, pour tout n ∈ N, un+1 = (un + 1)2.
a) Montrer que, si α = 0 alors, pour tout n ∈ N, un est racine de P .
b) En déduire que α ̸= 0.

3) Montrer alors que |α + 1| = 1 et en déduire les valeurs possibles pour α.
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4) Conclure qu’il existe n ∈ N∗ tel que P = (X2 + X + 1)n.

5) Décrire alors l’ensemble E .

Partie C : Le cas général

On revient au cas général, c’est-à-dire que a et b sont quelconques. On suppose que E est non vide.

1) a) Montrer que tout polynôme de E est unitaire.
b) Montrer que E est stable par produit.

2) Soient P et Q deux polynômes de E qui ont le même degré. Notons n ∈ N∗ leur degré commun. L’objectif
de cette question est de montrer que P = Q. On pose R = P − Q.

a) Que dire sur le degré R ?
b) Vérifier que

R(X2) = P (X + a)R(X + b) + R(X + a)Q(X + b).

c) En déduire que R = 0 et conclure.

3) Montrer que E admet un unique polynôme M de degré minimal.

On note alors m le degré de M . On a m ∈ N∗ puisque M ∈ E donc M est non constant. Notons α1, . . . , αr les
racines complexes distinctes de M et k1, . . . , kr leurs multiplicités respectives de sorte que

M =
r∏

i=1
(X − αi)ki .

4) On suppose que P ∈ R[X] est un polynôme unitaire tel qu’il existe n ∈ N∗ vérifiant P n ∈ E .
a) Montrer que, pour tous n ∈ N∗ et (a, b) ∈ R2,

an − bn =
n−1∏
k=0

(
a − e

2ikπ
n b

)
.

b) En déduire que, pour tous n ∈ N∗ et (A, B) ∈ R[X]2,

An − Bn =
n−1∏
k=0

(
A − e

2ikπ
n B

)
.

c) À l’aide de cette dernière identité polynomiale, établir qu’il existe k ∈ J0 ; n − 1K tel que e
2ikπ

n P ∈ E
et conclure que P ∈ E .

5) Soit P ∈ E . Notons n son degré puis d = m ∧ n. On introduit m′ et n′ tels que m = dm′ et n = dn′.

a) Établir que Mn′ = P m′ .
b) En déduire qu’il existe p1, . . . , pr des entiers naturels non nuls tels que

P =
r∏

i=1
(X − αi)pi .

c) Justifier que, pour tout i ∈ J1 ; rK, pim
′ = kin

′ puis que (pi ∧ ki)n′ = pi et (pi ∧ ki)m′ = ki.
d) En déduire qu’il existe Q ∈ R[X] unitaire tel que P = Qn′ et M = Qm′

e) À l’aide de la question C4c, montrer enfin que P est une puissance de M .

6) Décrire alors l’ensemble E en fonction du polynôme M .

7) Montrer, lorsque a = −1
4 et b = 3

4 , M est un polynôme degré 1 que l’on explicitera. Décrire l’ensemble E
dans ce cas.
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Exercice 1 : Factorisation des polynômes de Tchebychev

On définit une suite (Tn)n∈N de polynômes par la relation suivante :

T0 = 1, T1 = X et ∀n ∈ N, Tn+2 = 2XTn+1 − Tn.

Pour tout n ∈ N, le polynôme Tn est appelé le nième polynôme de Tchebychev (de première espèce).

1) Montrer que, pour tout n ∈ N∗, Tn est un polynôme de degré n et de coefficient dominant 2n−1.

2) Soit x ∈ R. Montrer par récurrence que

∀n ∈ N, Tn(cos(x)) = cos(nx).

3) Montrer que, pour tout n ∈ N, Tn est l’unique polynôme vérifiant

∀x ∈ R, Tn(cos(x)) = cos(nx).

4) Fixons n ∈ N∗.
a) Justifier que x 7−→ cos(nx) s’annule exactement n fois exactement dans ]0 ; π[. On explicitera les n

valeurs en questions et on les notera t1, . . . , tn de sorte que t1 < t2 < · · · < tn.
b) En déduire la factorisation de Tn dans R[X].

Exercice 2 : Inégalité de Bernstein

1) Justifier l’existence du réel ∥P∥ = sup
u∈U

|P (u)| pour tout polynôme P ∈ C[X].

On rappelle que U désigne l’ensemble des complexes de module 1 et que celui-ci se paramètre très bien
pour répondre à la question...

Soit n ∈ N∗. Le but de cet exercice est de montrer que, pour tout P ∈ Cn[X], ∥P ′∥ ⩽ n∥P∥. Ce résultat est
connu sous le nom d’inégalité de Bernstein.

2) Justifier que Xn + 1 admet n racines distinctes que l’on explicitera.

Dans la suite on note z1, . . . , zn les n racines de Xn + 1. Leurs valeurs exactes ne nous serviront pas.

3) Soit k ∈ J0 ; nK. Notons Fk = Xk

Xn + 1 .

a) Décomposer Fk en éléments simples.
b) En déduire que, pour tout x ∈ R\{−1}, F ′

k(x) = 1
n

n∑
i=1

zk+1
i

(x − zi)2 .

c) Conclure que k = n

2 + 2
n

n∑
i=1

zk+1
i

(1 − zi)2 .

4) Montrer que

∀P ∈ Cn[X], XP ′ = n

2 P + 2
n

n∑
i=1

zi

(1 − zi)2 P (ziX).

On commencera par prouver cette formule pour P = Xk, pour tout k ∈ J0 ; nK.

5) a) Justifier que, pour tout u ∈ U\{1}, u

(1 − u)2 est un réel négatif.

b) En déduire que
n∑

i=1

|zi|
|1 − zi|2

= n2

4 .

c) Montrer enfin l’inégalité de Bernstein : pour tout P ∈ Cn[X], ∥P ′∥ ⩽ n∥P∥.
d) Montrer que cette inégalité peut être une égalité dans certains cas.

Ainsi cette inégalité est optimale.
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