Devoir maison n°16

A rendre le lundi 9 mars 2026

EXERCICE 1 : THEOREME DE WEIERSTRASS TRIGONOMETRIQUE

On dit qu'une fonction p : R — C est un polynéme trigonométrique s'il existe d € N* et (a)pe[—q;q) € C2d+1

tel que
d

vt € R, p(t) = Z apet.

Autrement ! dit, il existe un polyndme P € Caq[X] tel que, pour tout t € R, p(t) = e " P(e').

L'objectif de cet exercice est de prouver que toute fonction continue et 2m-périodique sur R est « limite uniforme »
d’'une suite de polynémes trigonométriques.

Commencons par construire un polynéme trigonométrique particulier.
1)  a) Justifier que t — 1 + cos(t) est un polynéme trigonométrique.

b) Montrer que le produit de deux polynémes trigonométriques est un polyndéme trigonométrique. En
déduire que, pour tout n € N*, la fonction w,, : t — (1 + cos(t))™ est un polyndme trigonométrique.

2
Pour tout n € N*, on pose ¢, = / un(t) dt.
0
c) Montrer que, pour tout n € N*,
™
Cn = 2/ U (t) sin(t) dt.
0

d) Pour tout n € N, calculer I'intégrale de I'inégalité ci-dessus et en déduire que ¢, > 0 et que

(1 + cos(a))™

(&% n——4o00

un (1)

n

21
/ on(t) dt = 1.
0

On se donne maintenant une fonction f : R — R qui est continue et 27-périodique sur R.

Va €]0;7], 0.

e) Conclure que, pour tout n € N, la fonction vy, : t — est un polynéme trigonométrique a valeurs

dans R et que

2) a) Montrer que f est bornée sur R.

b) Montrer que f est uniformément continue sur R.
On pourra commencer par justifier que f est uniformément continue sur [—m ; 37].

Pour tout n € N*, on note
27

fniz— flx —t)v,(t) dt.
0

3) a) Montrer que, si g est une fonction continue et 2m-périodique sur R, alors

a+2m 2
Va € R, / g(u)du = / g(u) du.
a 0

b) Vérifier que
2

Vn € N, Vx € R, fulz) = (w)vp(z — u) du.
0

c) En déduire que, pour tout n € N*, f,, est un polynéme trigonométrique.

2d

1. On ne demande pas de prouver que ces deux définitions sont équivalentes. Le polynéme P est Zak,ka.
k=0
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4) Veérifier que

27
WneN,  VzeR, fmy<m@y:A (F(@) — f(@ — 1)) va(t) dt.

5) Soit £ > 0.
a) Montrer qu'il existe un réel a € ]0; 7| tel que, pour tous z € Ret t € [0;¢a], |f(z) — f(z —1)| <

wlm

On se donnen € N* et z € R.

b) Déduire de la question précédente que

A\ﬂ@—f@—ﬂwmowgg_
On montrerait de méme (on ne demande pas de le faire) que
2
/ |£(x) — f(a — B)]un(t) dt < =
2T —o 3

c) Montrer que

/2”_0‘ (1+ Cos(a))"'

‘f(l’)—f(:v—t)‘vn(t)dtéﬁlﬂXS%pU?‘ X .

6) a) En déduire qu'il existe ng € N* tel que pour tous n > ng et x € R, |f(z) — fo(z)| < e
On justifiera bien que ny ne dépend pas de x.

b) Conclure que sup|f Il — 0.
—+00

On dit que la suite de fonctions ponnomes trigonométriques (f,,)n>1 converge uniformément sur R vers f.
On vient donc de montrer que toute fonction continue et 2m-périodique sur R est limite uniforme d'une
suite de polynémes trigonométriques.

EXERCICE 2 : REGULARITE D’UN TAUX D’ACCROISSEMENT

Soit f : R — R une fonction de classe > sur R telle que f(0) = 0. On définit la fonction g sur R* par

Vo € RY, g(x) = ﬂ

T

Le but de cet exercice est de montrer que g se prolonge en une fonction de classe € sur R et de calculer ses
dérivées successives.

1) Montrer que g est de classe > sur R* et que g est prolongeable par continuité en 0.
On précisera le prolongement et on note toujours g la fonction ainsi prolongée.

2) Montrer que g est de classe € sur R* et, en utilisant la formule de Leibniz, établir que

S @) _ (1)l §= f P (@) (o)t

Vn € N*, Vo € RY, g™ (z) —

- +1 !
n+1 x™ Pt k!
3) Montrer que, pour tout z € [—1, 1],
1
n+ f |l,|n+2 (n+2)
> < aup |7
(n + 2 —1,1]
(n+1)(0)
¢dlui (n) /
4) En déduire que g (x) — ST
5) Pour tout n € N, notons
(n+1) (0
H, : « g est de classe €™ sur R et ¢(™(0) = f—i—i) ».
n

En procédant par récurrence, montrer que H,, est vraie pour tout n € N. Conclure que g est de classe €
sur R tout entier.
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