Devoir maison n°19

A rendre le lundi 4 mai 2026

PROBLEME : AUTOUR DES RACINES CARREES D’UN ENDOMORPHISME

Rappels et notations

On rappelle que, lorsque f désigne un endomorphisme d'un espace vectoriel E, alors on note fO =Idg, f! = f
et, pour tout entier k > 2, f¥* = fo fo---o f. En particulier f2= fo f.
-

k fois

n
Lorsque f est un endomorphisme de E et P = Zaka est un polyndme de degré n € N, on note P(f)
I'endomorphisme k=0

n
Zakfk =aoldp + arf + axf* + - + anf".
k=0
Autrement dit, pour tout x € F,

P(f)(x) =Y arff (@) = apz + a1 f () + ap f2(z) + - + anf" ().
k=0

Si P est le polyndme nul, alors on convient que P(f) désigne I'endomorphisme nul de E. On rappelle que, si P et
@ sont des polynomes, alors

e pour tous réels A et p, (AP + uQ)(f) = AP(f) + pQ(f).
o P(f)oQ(f) = (PQ)(f) = (@P)(f) = Q(f) o P().

Problématique et plan du probléeme

Soit E un R-espace vectoriel. On dit qu'un endomorphisme f de F admet une racine carrée si il existe un
endomorphisme u de E telle que u? = f. On dit alors que u est une racine carrée de f.

L'objectif de ce probleme est d’'étudier I'existence de racines carrées de f et d'étudier quelques unes de leurs
propriétés des racines carrées de f lorsqu’elles existent. Il consiste en sept parties :

e Les parties A et C se concentrent sur quelques résultats généraux utiles aux autres parties.

e Les parties B, D, E sont indépendantes entre elles mais utilisent des résultats de la partie A. La partie E
utilise aussi des résultats de la partie C.

e La partie F est indépendante du reste du probleme.

e La partie G est indépendante du reste du probléeme a |'exception de la question G2c.

Partie A : Quelques résultats généraux

On suppose que f admet une racine carrée wu.

1) Montrer que —u est encore une racine carrée de f.

2) Montrer que u et f commutent.

3) Montrer que Ker(u) C Ker(f) et que Im(f) C Im(u).

4) En déduire que f est bijective si et seulement si u est bijective.

)
)
)
5) On suppose de plus que E est de dimension finie. Justifier que, si Ker(f) est de dimension 1, alors
Ker(u) = Ker(f).
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Partie B : Une famille d’exemples en dimension 3

Dans cette partie, on suppose que E = R3 et on considére I'endomorphisme f de R?® défini par
Y(z,y,z) € R, fl(z,y,2)) = (=32 — 4y + 62,62 + Ty — 92,22 + 2y — 22)
1) Montrer que f est un endomorphisme de R3.

2) Déterminer v; € R3 tel que Ker(f) = Vect(vy).
On impose que vy soit & coordonnées entiéres.
3) a) Montrer que 2z + 2y — 3z = 0 est une équation de Im(f).

b) Notons ve = (0, 3,2) et v3 = (1,—1,0). Vérifier, a I'aide de la question précédente que (ve,v3) est
une base de Im(f).

c) En déduire® que R? = Ker(f) @ Im(f).

4) a) En déduire que B = (v1,v2,v3) est une base puis montrer que f2 = f & I'aide de calculs dans la
base A.

Tout calcul direct de f? a partir de I'expression explicite de f est exclu.

b) Comment aurait-on pu obtenir la question B3c autrement ? Proposez deux méthodes différentes (sans
les mettre en ceuvre).

5) Justifier que, pour tout o € R*, il existe un unique endomorphisme f, de R? tels que

fa("Ul) =0, fal(ve) = vo et fal(v3) = aus.
Vérifier que f1 = f et montrer que, pour tout a € R*, Im(f,) = Im(f) puis que Ker(f,) = Ker(f).

6) Soit a € R*. Supposons que f, admette une racine carrée u.
a) A l'aide de la partie A, montrer que Ker(u) = Ker(f.) et que Im(f,) est stable par .
b) En déduire qu'il existe (a, b, c,d) € R?* tel que

u(ve) = ave + cug et u(vsg) = bva + dvs.

c) Montrer que a® +bc =1, d> +bc = a et (a+ d)b= (a + d)c = 0.

d) Montrer que, si « € R7\{1}, alors b = ¢ = 0 et le couple (a,d) peut prendre 4 valeurs que I'on
explicitera.

e) Montrer que, si &« = 1, alors be < 1 et exprimer (a,d) en fonction de b et c.

f) Que diresia <07

On vérifie (on ne demande pas de le faire) que les réciproques sont vraies : f, admet quatre racines carrées
si a € Ry\{1}, une infinité si « = 1 et aucune si « € R_.

7) Proposer une racine carrée de f qui n'est pas pas f.
On pourra se contenter de décrire I'action de f sur la base A.

On voit sur cette famille d’exemples que la recherche de racines carrées d’endomorphisme est complexe : rien
qu'en dimension 3, il peut y avoir quatre racines carrées, une infinité, aucune... voire d'autres cas de figure encore.
Partie C : Rang d’une racine carrée d’endomorphisme

Dans cette partie E¥ désigne un espace vectoriel quelconque de dimension finie n € N* et f un endomorphisme
quelconque de E' admettant une racine carrée u.

1) On note w la restriction de w a Im(u). Montrer que

Ker(u) = Ker(u) N Im(u) et Im(w) = Im(f).

1. On lira la question suivante avant de foncer téte baissée sur celle-ci.
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2) Montrer alors que
rg(u) = rg(f) + dim(Ker(u) N Im(u)).

3) a) En déduire que 2rg(u) < rg(f) + n.
b) Montrer que 2rg(u) = rg(f) + n si et seulement si Ker(u) C Im(u).

Partie D : Le cas diagonalisable avec valeurs propres simples

Soit n € N*. Dans cette partie, E/ désigne un espace vectoriel de dimension finie n et f un endomorphisme de E.
On suppose qu'il existe! une base (c1,...,&,) et des scalaires A1,..., A\, tels que A\; < dg < -+ < \, et

Vi € IIl ;n]], f(El) = N\;&;-

On dit alors que f est diagonalisable avec valeurs propres simples. Supposons enfin que f admette une racine
carrée u.

n
1) a) Justifier que, pour tout j € [1;n], il existe des scalaires by j,...,b, ; tels que u(e;) = Z b; j€;.
=1

b) En utilisant le fait que u et f commutent (cf. partie A), établir que b; ; = 0 pour tout (i, ) € [1;n]?
tel que 7 # j.
c) En déduire que \; = b7; pour tout i € [1;n].

2) Conclure que f admet 2" racines carrées lorsque A\; > 0, 2"~ ! lorsque A\; = 0 et aucune lorsque \; < 0.

On a dans la partie B que, lorsque les A;, 1 < i < n ne sont pas tous distincts, f peut admettre une infinité de
racines carrées ou aucune racines carrées. Le cas général est difficile 3 décrire intégralement. Par ailleurs, toute
matrice n'est pas diagonalisable (comme nous allons le voir dans la prochaine partie) et, quand elle I'est, ses
valeurs propres ne sont pas forcément simples (c'est tout un chapitre en deuxiéme année).

Partie E : Le cas nilpotent

1) On définit I'application ¢ sur R3[X] par
VP e R3[X],  @(P)=P(-1)(X3+1)+ P(0)X(X +1).

a) Montrer que ¢ € Z(R3[X]).
b) Déterminer une base de Ker(y) et une base de Im(yp).
c) Expliciter ©? puis vérifier que ¢ est nul.

L'endomorphisme ¢ est un exemple d'endomorphisme dit nilpotent. Nous allons étudier plus généralement ce cas
de figure dans cette partie.

Soit n € N*. On suppose que E est un espace vectoriel de dimension finie n. On se donne f un endomorphisme
nilpotent, c’est-3-dire tel qu'il existe k € N tel que f* = 0.

2) On suppose que f est diagonalisable, c'est-a-dire qu'il existe une base (£1,...,&,) et des scalaires A1, ..., \,
tels que, pour tout i € [1;n], f(e;) = Nigi.
a) Montrer que \y =--- =\, =0.

b) Conclure que, si f # 0, alors f n'est pas diagonalisable.

On suppose que f # 0 et on note p le plus petit entier tel que f? = 0 et on I'appelle I'indice de nilpotence de f.
Il vérifie donc p > 2, fP~1 £ 0 et fP = 0.

3) Justifier I'existence de p.

1. C'est le cas des endomorphismes f, de la partie B lorsque o ¢ {0;1}. Mais dans cette partie, nous revenons en dimension
quelconque.
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4) Supposons que f admette une racine carrée u. On a donc u?~2 # 0 et u?? = 0.

a) Montrer qu'il existe 29 € E tel que, pour tout k € [0;2p — 2], u*(z0) # 0.
2p—2
; k o
b) On se donne ay, ..., azy—2 des réels tels que Z aru”(zg) = 0.
k=0
En raisonnant par I'absurde, montrer que ces réels sont nuls.

c) Déduire de cette absurdité que 2p — 1 < n.

On vient de montrer une condition nécessaire pour que f nilpotente non nulle admette une racine carrée :
: . ) . . el , an+1
si f admet une racine carrée, alors I'indice de nilpotence de f est inférieur ou égal a 5

d) L’endomorphisme de I'exemple de la question E1 admet-il une racine carrée?

Dans la suite de cette partie, nous examinons le cas particulier ot Ker(f) = Im(f). Notons 7 le rang de f.
5) a) Montrer que f est nilpotente d'indice 2 et que n = 2r.

b) Supposons que f admette une racine carrée u. A I'aide des parties A et C, montrer alors que
4(n —rg(u)) =n.
Ainsi n est un multiple de 4.

6) Réciproquement, supposons que n est un multiple de 4 et que Ker(f) = Im

—~

f)- Notons k = % La question

précédente assure que f est nilpotente d'indice 2 et que son rang est r = — = 2k.

|3

a) Montrer qu'il existe z1,...,x, des vecteurs de E tels que (f(z1),..., f(x,)) est une base de Im(f).
b) En déduire que (z1,..., 2., f(21),..., f(x,)) est une base de E.

c) Justifier qu'il existe un unique endomorphisme u de E tel que

Vi e [1;k], u(wi—1) = 25,  w(we) = f(x2i-1), u(f(w2i-1)) = f(x2), ul(f(w2)) =0
et montrer que u? = f.

On vient de montrer que, si Im(f) = Ker(f) (ce qui est un cas particulier des endomorphismes nilpotents
d'indice 2), alors f admet une racine carrée si et seulement si n est un multiple de 4.

Partie F : Le cas des endomorphismes scalaires

Dans cette partie E désigne un espace vectoriel quelconque (pas forcément de dimension finie) non réduit a {Og}.

1) Que dire d'une racine carrée de Idg ? Justifier que u € .Z(E) est une racine carrée de Idg si et seulement
sip= % (u+ Idg) est un projecteur de E. Le projecteur p est alors appelé projecteur associé a u.

2) Supposons, dans cette question uniquement, que E = ¢°°(R,R). On rappelle que E est alors de dimension
infinie. Soit n € N*. Notons F;, I'ensemble des fonctions polynomiales de R dans R dont le degré du
polynéme associé est au plus n. Notons aussi

Gn={f € € [R,R)|Vk € [0;n], f*(0)=0}.

a) Justifier que F,, est I'image de R,,[X] par une application linéaire injective de R[X| dans E. En déduire
que F), est un sous-espace vectoriel de E de dimension n + 1. On admet que G,, est un sous-espace
vectoriel de E.

b) Montrer que F,, ® Gy, = €°(R,R).
c) Est-ce que G,, est de dimension finie?

d) En déduire une expression explicite d'une racine carrée de Idg dont le projecteur associé est de
rang n + 1.

Cette question étant valable pour tout n € N*, il y a donc une infinité de racines carrées de Idg dans ce
cas particulier.
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3) Supposons, dans cette question, que E est un espace vectoriel quelconque de dimension finie supérieure ou
égale a 2.

a) Justifier que E admet une infinité de droite vectorielles puis en déduire qu'il existe une infinité de
projecteurs de rang 1.

b) En déduire que Idg admet une infinité de racines carrées.

c) Que dire des racines carrées de aIdp lorsque o € R% ?

4) Supposons toujours que E est un espace vectoriel quelconque de dimension finie non nulle. Supposons que
—Idg admet une racine carrée u, c'est-a-dire u2 = —Idp.

a) Justifier qu'il existe 1 € E\{Og} et que (z1,u(x1)) est libre.
b) Soit n € N\{0;1}. On suppose qu'il existe x1,...,x, dans E tels que la famille
(1, Tp—1,u(x1),. .., u(Tp-1))

est libre. Montrer que, si dim(E) > 2n — 1, alors il existe x,, € E tel que

(1, oy Tp—1, Tp,yu(x1), ..y u(Tp—1))
est libre.
) Montrer que I'ajout de u(x,) a cette famille libre conserve sa liberté.
) En déduire que dim(FE) est paire.
e) Réciproquement, montrer que, si dim(F) est paire, alors — Idz admet une racine carrée.
)

Que dire des racines carrées de aIdg lorsque oo € R* 7

Partie G : Racines carrées en lien avec la dérivation des polynémes

Soit n € N*. On suppose dans cette partie que E = R,[X]. On considére I'endomorphisme d de R,,[X] défini
par :

VP € R, [X], d(P) =P
On ne demande pas de montrer que d est un endomorphisme de E.

On note simplement I pour désigner Idg. L'objectif est de montrer que, pour tout A € R, I'endomorphisme d + Al
admet une racine carrée si et seulement si A > 0.

1) Déterminer Ker(d) puis prouver que Im(d) = R,,_1[X].
2) Supposons que d + Al admette une racine carrée w.
a) Montrer que d et u commutent et justifier qu'il existe a € R tel que u(1) = a.

b) Montrer alors que A > 0.

c) Montrer que d est nilpotent d'indice n + 1 puis conclure que A > 0.
La notion d’endomorphisme nilpotent est définie dans la partie E.

3) Nous venons donc de montrer que si d + Al admet une racine carrée, alors A > 0. Nous allons maintenant
montrer la réciproque : supposons que A > 0.

a) Justifier qu'il existe un polynéme P, € R, [X] (que I'on ne cherchera pas a expliciter) tel que

\/1+x?Pn(x)—|—o(x").

b) Notons Q, et R, le quotient et le reste de la division euclidienne de P? par X"*!. Justifier que

1+x?Rn(w)+o(:c”).

c) En déduire que R, =1+ X.
Posons g = P, (%d) le polynéme P,, en I'endomorphisme %d. Il s’agit d'un endomorphisme de R, [X].
d) Vérifier que g> =1+ %d.
On pensera bien a utiliser les formules sur les polynémes d’endomorphismes, rappelées en préambule.

e) En déduire un endomorphisme u tel que u? = d + AL
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