Devoir maison n°4

A rendre le mercredi 8 octobre 2025

Rédigez sur une copie double lisiblement et proprement. Laissez une marge a gauche, écrivez a l'encre bleue ou
noire et encadrez ou soulignez les résultats principaux.

Veuillez apporter un soin particulier a la rédaction, a la rigueur et aux raisonnements. Tout résultat doit étre
Jjustifié. N'oubliez pas d’introduire toutes les variables que vous utilisez.

EXERCICE 1 : POINTS FIXES DE L’EXPONENTIELLE COMPLEXE

L'objectif de cet exercice est de déterminer I'ensemble des points fixes de I'exponentielle complexe, c'est-a-dire
tous les complexes z vérifiant e = z.

Partie A : Une fonction préliminaire

On définit la fonction f : ¢t — te™! puis la fonction

g:tr—e'\/1—(f(t)% — Arccos(f(t)).

1) Déterminer le tableau de variations complet de f sur R.

2) Montrer qu'il existe a € R_ (que I'on ne cherchera pas a expliciter) tel que le domaine de définition de g
est l'intervalle [a; 00|

3) Justifier que g est dérivable sur Ja; +00[ et calculer ¢’
On vérifiera aprés le calcul que, pour tout t € Ja;+oo[, ¢'(t) est du signe de e* + 1 — 2t.

4) En déduire le tableau de variations complet de g.

Partie B : Existence de points fixes de I'exponentielle complexe

1) Est-ce que I'exponentielle complexe admet un point fixe réel ?

2) On définit sur ]0; g[ la fonction h : x — exp (tarf(:c)) - singg(x)'

. - sin(x tan(z
a) Déterminer les limites de (z) et (z) quand z tend vers 0.
x x

™

b) Montrer qu'il existe b € ]0; 5 [ tel que h(b) = 0.

c) Vérifier alors que z = + ib est un point fixe de |'exponentielle complexe.

b
tan(b)
Partie C : Ensemble des points fixes de I’exponentielle complexe

On vient de montrer que I'exponentielle complexe admettait un point fixe.

1) Exprimer e* en fonction de e pour tout z € C. En déduire qu'il suffit de déterminer les points fixes de
partie imaginaire strictement positive.

2) Soit z = z + iy € C un point fixe de I'exponentielle complexe tel que y > 0.
a) Justifier que = = e® cos(y) et y = e” sin(y).
b) En déduire qu'il existe k € N tel que y = 2km + Arccos(f(z)).

c) Montrer alors que g(x) = 2km.
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3) Soit k € N.

a) A l'aide des résultats de la partie A, montrer que I'équation g(t) = 2km, d'inconnue ¢ € [a;+00]
admet une unique solution xy.

b) On note y; = 2k + Arccos(f(xy)). Montrer que z; = x, + iyx est un point fixe de I'exponentielle
complexe.

4) Conclure en déterminant I'ensemble de tous les points fixes de I'exponentielle complexe.

EXERCICE 2 : DROITES REMARQUABLES DANS UN TRIANGLE

Soient A, B et C trois points du plan complexe qui ne sont pas alignés (et donc ils sont distincts). L'objectif de

cet exercice est d'étudier des droites remarquables dans le triangle ABC et leurs points d'intersections .

Quelques rappels :

e Lorsque P et Q sont deux points distincts du plan, on appelle médiatrice du segment [PQ)] la droite
perpendiculaire a [PQ] qui passe par le milieu de [PQ)].

e Lorsque M désigne un sommet du triangle ABC, on appelle médiane issue de M, la droite qui passe par
M et par le milieu du c6té opposé dans le triangle.

e Lorsque M désigne un sommet du triangle ABC, on appelle hauteur issue de M, la droite qui passe par M
et qui est perpendiculaire au c6té opposé dans le triangle.

Puisque les points A, B et C ne sont pas alignés, deux médiatrices quelconques du triangle ABC' ne sont
pas paralléles (ni confondues) et donc admettent un point d'intersection. Méme remarque pour deux hauteurs
quelconques et méme médianes quelconques. Dans la suite, on pourra donc parler du point d'intersection de deux
médiatrices, de deux médianes ou de deux hauteurs sans justification.

c c
‘B ‘B
A A

les trois médiatrices de ABC les trois médianes de ABC les trois hauteurs de ABC

b
1) Montrer que le point G d'affixe % appartient aux médianes issues de A, de B et de C' dans le

triangle ABC.
Ainsi les trois médianes du triangle sont concourantes en G. Celui-ci s'appelle le centre de gravité du
triangle ABC.
L _ pta
2) Soient M, P et  des points distincts du plan d’affixes respectives z, p et q. Posons ¢ = 2
pP—q

) z—q 20+1
z—p 20—1
b) Montrer que |z — p| = |z — ¢| si et seulement si ¢ € iR.
)
)

1
a) Vérifier que ¢ # 3 puis que

c) En déduire que M appartient a la médiatrice de [PQ)] si et seulement si M est équidistant a P et a Q.

d) Montrer alors que les médiatrices de [AB], de [BC| et de [BA] sont concourantes en un point O et

que A, B et C sont sur un méme cercle de centre O.

Le point O est appelé centre du cercle circonscrit au triangle ABC.

1. Oubliez donc que vous savez que les médianes sont concourantes, que les médiatrices sont concourantes et que les hauteurs sont
concourantes. L'objectif est de le remontrer.
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3) On considére f la similitude directe qui est la composée de I'homothétie de centre G et de rapport 2 et de
la rotation de centre G et d’angle 7.

a) Déterminer une expression de f en fonction de a, b et c.

b) Notons a’ = f(a), b’ = f(b) et ¢ = f(c) puis A’, B" et C’ les points du plan dont les affixes respectives
sont @, b et ¢. Vérifier par le calcul que C' est le milieu du segment [A’B’] et que les droites (AB) et
(A’B’) sont paralléles. lllustrer d'un dessin.

c) En déduire que la hauteur issue de C dans le triangle (ABC') est la médiatrice de [A’B’].

On montrerait de méme (on ne demande pas de le faire) que la hauteur issue de A dans le triangle (ABC)
est la médiatrice de [B'C’] et que la hauteur issue de B dans le triangle (ABC') est la médiatrice de [A'C"].

d) En déduire que les hauteurs issues de A, de B et de C' dans le triangle ABC' sont concourantes en un
point H.

Le point H est appelé orthocentre du triangle ABC.

4) a) Soit S et T deux points distincts du plan d'affixes s et ¢. Soient 7y et § des complexes. Considérons
la similitude directe ¢ : z — vz + §. Montrer que, si M est un point d’affixe z qui appartient a la
médiatrice de [ST], alors f(z) est I'affixe d'un point appartenant a la médiatrice! du segment limité
par les points d'affixes f(s) et f(¢).

b) En reprenant les notations de la question 3, justifier alors que I'affixe de H est I'image de I'affixe de O
par f.
c) En déduire que H, O et G sont alignés.

C

La droite passant par ces trois points est appelée la droite d'Euler.

1. Autrement dit, une similitude directe préserve les médiatrices.
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