
Devoir maison no 5
À rendre le lundi 3 novembre 2025

Rédigez sur une copie double lisiblement et proprement. Laissez une marge à gauche, écrivez à l’encre bleue ou
noire et encadrez ou soulignez les résultats principaux.
Veuillez apporter un soin particulier à la rédaction, à la rigueur et aux raisonnements. Tout résultat doit être
justifié. N’oubliez pas d’introduire toutes les variables que vous utilisez.

Exercice 1 : Questions en vrac

1) Soit n ∈ N∗. Calculer la somme

Sn =
2n∑

k=1

(
2n + 1

k

)
k(−1)k

2k
.

2) Soit n ∈ N∗. Exprimer en fonction de n la somme

Tn =
n−1∑
i=1

i3
n−i∑
k=1

1
(k + i)2 .

Le résultat devra être écrit sous la forme 1
aP (n) avec a un entier naturel non nul et P une fonction

polynomiale à coefficients entiers, factorisée au maximum.

3) Déterminer la décomposition en éléments simples sur R de la fonction rationnelle

F : x 7−→ x3 − 3x + 10
(x + 1)(x − 2)(x2 − 3x + 5) .

La recherche des coefficients devra employer (au moins) trois techniques différentes.

Exercice 2 : Inégalité arithmético-géométrique et inégalité de Carleman

Partie A : Inégalité arithmético-géométrique

Le but de cette partie est de montrer le résultat suivant, appelé inégalité arithmético-géométrique :

Si n ∈ N∗ et si a1, . . . , an sont des réels positifs, alors
n∏

k=1
ak ⩽

(
1
n

n∑
k=1

ak

)n

.

Cette inégalité affirme 1 que la moyenne géométrique de réels positifs est inférieure à leur moyenne arithmétique.

1) Première démonstration. Pour tout n ∈ N∗, posons

P (n) : « pour tout (x1, . . . , xn) ∈ (R+)n, si
n∏

k=1
xk = 1, alors

n∑
k=1

xk ⩾ n. »

Nous allons raisonner par récurrence. Il est immédiat que P (1) est vraie. Montrons l’hérédité 2 : soit n ∈ N∗.

Supposons P (n) vraie. On se donne (x1, . . . , xn, xn+1) ∈ (R+)n+1 et on suppose que
n+1∏
k=1

xk = 1.

a) Justifier qu’il existe (i, j) ∈ J1 ; n + 1K2 tels que i ̸= j, xi ⩽ 1 et xj ⩾ 1.

1. En passant à la racine nième entre temps.
2. Notez à quel point j’ai bien rédigé mon hérédité : puisque je veux démontrer P (n + 1), je commence par me donner n + 1 réels

positifs x1, . . . , xn+1 dont le produit vaut 1. Le but est de montrer que leur somme dépasse n + 1.
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Quitte à renuméroter x1, . . . , xn+1, supposons que xn ⩾ 1 et xn+1 ⩽ 1.

b) Montrer que
n−1∑
k=1

xk + xnxn+1 ⩾ n.

c) Conclure que
n+1∑
k=1

xk ⩾ n + 1.

Cela montre P (n + 1). Par récurrence, pour tout n ∈ N∗, P (n) est vraie.
d) Prouver alors l’inégalité arithmético-géométrique.

On prendra soin de bien introduire toutes les variables nécessaires.
2) Deuxième démonstration. Le cas où n = 1 est immédiat. Le cas où l’un des réels intervenant dans

l’inégalité est nul est également immédiat. On se donne donc n ∈ N\{0, 1} et a1, . . . , an des réels strictement
positifs.

a) Notons m = 1
n

n∑
k=1

ak. En exploitant la concavité du logarithme népérien sur R∗
+, montrer que

n∑
k=1

ln
(ak

m

)
⩽ 0.

b) Prouver l’inégalité arithmético-géométrique.

Il existe de nombreuses autres preuves mais cela suffira pour aujourd’hui.

Partie B : Inégalité de Carleman
Le but de cette partie est de montrer le résultat suivant, appelé inégalité de Carleman :

Si N ∈ N∗ et si x1, . . . , xN sont des réels positifs, alors
N∑

n=1

(
n∏

k=1
xk

)1/n

⩽ e
N∑

n=1
xn.

Le cas où N = 1 est immédiat. Donnons-nous N ∈ N\{0, 1} et x1, . . . , xN des réels positifs. Pour tout n ∈ J1, NK,
posons

Sn =
n∑

k=1
xk, Tn =

n∑
k=1

k xk et Un =
n∏

k=1
xk.

1) En utilisant l’inégalité arithmético-géométrique, montrer que,

∀n ∈ J1, NK, Un ⩽
1
n!

(
Tn

n

)n

.

2) Vérifier que

∀n ∈ N∗,
1
n! = 1

(n + 1)n

n∏
k=1

(
1 + 1

k

)k

.

3) Déduire des deux questions précédentes que

∀n ∈ J1, NK, Un ⩽

(
e Tn

n(n + 1)

)n

.

On utilisera aussi, une fois encore, la concavité de ln sur R∗
+.

4) Montrer alors que
N∑

n=1
(Un)1/n ⩽ e

N∑
k=1

k xk

(
1
k

− 1
N + 1

)
.

et conclure.

5) En appliquant l’inégalité de Carleman à des réels bien choisis, montrer que

∀N ∈ N∗,
1

N2

N∑
n=1

n
√

n! ⩽ e.
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