Devoir maison n°06

A rendre le lundi 10 novembre 2025

Rédigez sur une copie double lisiblement et proprement. Laissez une marge a gauche, écrivez a I'encre bleue ou noire et
encadrez ou soulignez les résultats principaux.

Veuillez apporter un soin particulier a la rédaction, a la rigueur et aux raisonnements. Tout résultat doit étre justifié.
N’oubliez pas d’introduire toutes les variables que vous utilisez.

EXERCICE 1 : QUESTIONS EN VRAC

r—3
1) Déterminer une primitive sur R de la fonction £ — —————.
) iner une primitive sur ion x i 113

2) Soit € € ]0;1]. On introduit les intégrales

[/1dt et J/2 diu
CJo (1+12)? T e Vu =T

a) Justifier brievement que I et J, existent.

C

b) Premiere méthode : calculer I avec une intégration par parties.
) Deuxiéme méthode : calculer I en faisant le changement de variable ¢t = tan(x).

d) En faisant le changement de variable ¢t = /u — 1, calculer lim J..

e—0t

EXERCICE 2 : CALCUL DE ((2)

n
1
Pour tout n € N*, posons S,, = Z 72
k=1

2
. . m .y )
Le but de cet exercice est de montrer que la suite (.Sy,)n,>1 converge vers ra quantité que I'on note® ((2).

Partie A : Ecriture de S,, a I'aide d’intégrales

Fixons n € N*. Considérons la fonction ,, définie sur [0, 7| par

2n+1 si =0
veel0iml, en(@) =4 sin(@n+1)2) €10 7]
sin(z) si 15 -

1) En faisant une double intégration par parties, montrer que

™

Vk € N¥, /02 x (x — ) cos(2kx) dx = &

2) a) Montrer (sans utiliser de raisonnement par récurrence) que

Vo € }O ; g] , Zcos(Zlm) = ((n+ Dz)sin (mc)
k=1

sin(z)
b) En déduire que
s = 11
Vo € [0 ; 5] , Zcos(Zk:x) =-3 + 59%(:6)
k=1
1. Plus généralement, pour tout x € ]1;+0o0], on note ¢(z) = 1113 Z kiz La fonction ( est appelé fonction zéta de Riemann. On aura
n— o0

I'occasion de la rencontrer de nouveau cette année.

Lycée Condorcet - MPSI2 1/2 Matthias Gorny



: _ T
c) Justifier alors que ¢,, est continue sur [0; 5]

3) Déduire des questions précédentes que
n jus
1 72 2 [
kg_l 26 + - /0 x(x — m)ep(z) de.

Partie B : Etude d’une fonction auxiliaire

Introduisons la fonction f : x € ]0; q — L
2 sin(x)

1) Justifier que f est prolongeable par continuité en 0. On note toujours f la fonction ainsi prolongée.

2) Justifier que f est de classe ¢! sur }0; g} et exprimer f.

3) a) Montrer que sin(t) < ¢ pour tout t € [0; g}
b) En déduire que

T 3
vxe[o;q, 0</ tsin(t)dt < .
2 0 3
c) En calculant I'intégrale de la question précédente, obtenir que
vwelo:Z],  0<f@) <@

d) En déduire que f est bornée par g sur ]0; g}

e) En utilisant encore la propriété de croissance de I'intégrale, montrer que

fl@) = f(0) _ e
r—0 24

Vz € }0 ; E] , 0<
2
f) Conclure que f est dérivable en O puis que f est de classe € sur [O; g}

4) Déduire des questions B3f et B3c que la fonction g : x — (z — 7) f(z) est de classe € sur [(); g} et que ¢’ est
2
T

T
borné M=—+ —.
ornée par 1R + 5

Partie C : Convergence de (S,,),>1 vers 72/6
1) Vérifier que
YV € [0; g} , z(x — m)en(z) = g(z)sin((2n + 1)x).
2) Montrer alors que

1
o+ 1

/2 x(x — 7)pp(z) dx <—7r + /2 g (x)cos((2n + 1)x) da:> .
0 0

On ne cherchera pas a expliciter ¢'.
3) On rappelle que ¢’ est bornée par M sur [0; %] En déduire que

M

/2
/ g (x)cos((2n + 1)x) dx| < -~
0

4) Conclure que
w/2
— n(z)d 0
/0 z(x — 7)pn(x) T e

puis que

ST
prt k2 nstco 6
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