
Devoir maison no 6
À rendre le lundi 10 novembre 2025

Rédigez sur une copie double lisiblement et proprement. Laissez une marge à gauche, écrivez à l’encre bleue ou noire et
encadrez ou soulignez les résultats principaux.
Veuillez apporter un soin particulier à la rédaction, à la rigueur et aux raisonnements. Tout résultat doit être justifié.
N’oubliez pas d’introduire toutes les variables que vous utilisez.

Exercice 1 : Questions en vrac

1) Déterminer une primitive sur R de la fonction x 7−→ x − 3
x2 − 4x + 13 .

2) Soit ε ∈ ]0 ; 1]. On introduit les intégrales

I =
∫ 1

0

dt

(1 + t2)2 et Jε =
∫ 2

1+ε

du

u2√
u − 1

.

a) Justifier brièvement que I et Jε existent.
b) Première méthode : calculer I avec une intégration par parties.
c) Deuxième méthode : calculer I en faisant le changement de variable t = tan(x).
d) En faisant le changement de variable t =

√
u − 1, calculer lim

ε→0+
Jε.

Exercice 2 : Calcul de ζ(2)

Pour tout n ∈ N∗, posons Sn =
n∑

k=1

1
k2 .

Le but de cet exercice est de montrer que la suite (Sn)n⩾1 converge vers π2

6 , quantité que l’on note 1 ζ(2).

Partie A : Écriture de Sn à l’aide d’intégrales

Fixons n ∈ N∗. Considérons la fonction φn définie sur [0, π] par

∀x ∈ [0 ; π] , φn(x) =


2n + 1 si x = 0

sin((2n + 1)x)
sin(x) si x ∈

]
0 ; π

2
]

.

1) En faisant une double intégration par parties, montrer que

∀k ∈ N∗,

∫ π
2

0
x (x − π) cos(2kx) dx = π

4k2 .

2) a) Montrer (sans utiliser de raisonnement par récurrence) que

∀x ∈
]
0 ; π

2

]
,

n∑
k=1

cos(2kx) = cos ((n + 1)x) sin (nx)
sin(x) .

b) En déduire que

∀x ∈
[
0 ; π

2

]
,

n∑
k=1

cos(2kx) = −1
2 + 1

2φn(x).

1. Plus généralement, pour tout x ∈ ]1 ; +∞[, on note ζ(x) = lim
n→+∞

n∑
k=1

1
kx

. La fonction ζ est appelé fonction zêta de Riemann. On aura

l’occasion de la rencontrer de nouveau cette année.
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c) Justifier alors que φn est continue sur
[
0 ; π

2

]
.

3) Déduire des questions précédentes que
n∑

k=1

1
k2 = π2

6 + 2
π

∫ π
2

0
x(x − π)φn(x) dx.

Partie B : Étude d’une fonction auxiliaire

Introduisons la fonction f : x ∈
]
0 ; π

2

]
7−→ x

sin(x) .

1) Justifier que f est prolongeable par continuité en 0. On note toujours f la fonction ainsi prolongée.

2) Justifier que f est de classe C 1 sur
]
0 ; π

2

]
et exprimer f ′.

3) a) Montrer que sin(t) ⩽ t pour tout t ∈
[
0 ; π

2

]
.

b) En déduire que

∀x ∈
[
0 ; π

2

]
, 0 ⩽

∫ x

0
t sin(t) dt ⩽

x3

3 .

c) En calculant l’intégrale de la question précédente, obtenir que

∀x ∈
]
0 ; π

2

]
, 0 ⩽ f ′(x) ⩽ x

3 (f(x))2

d) En déduire que f est bornée par π

2 sur
]
0 ; π

2

]
.

e) En utilisant encore la propriété de croissance de l’intégrale, montrer que

∀x ∈
]
0 ; π

2

]
, 0 ⩽

f(x) − f(0)
x − 0 ⩽

π2x

24 .

f) Conclure que f est dérivable en 0 puis que f est de classe C 1 sur
[
0 ; π

2

]
.

4) Déduire des questions B3f et B3c que la fonction g : x 7−→ (x − π)f(x) est de classe C 1 sur
[
0 ; π

2

]
et que g′ est

bornée par M = π2

48 + π

2 .

Partie C : Convergence de (Sn)n⩾1 vers π2/6
1) Vérifier que

∀x ∈
[
0 ; π

2

]
, x(x − π)φn(x) = g(x) sin((2n + 1)x).

2) Montrer alors que ∫ π
2

0
x(x − π)φn(x) dx = 1

2n + 1

(
−π +

∫ π
2

0
g′(x) cos((2n + 1)x) dx

)
.

On ne cherchera pas à expliciter g′.

3) On rappelle que g′ est bornée par M sur
[
0 ; π

2
]
. En déduire que∣∣∣∣∣

∫ π/2

0
g′(x) cos((2n + 1)x) dx

∣∣∣∣∣ ⩽ Mπ

2 .

4) Conclure que ∫ π/2

0
x(x − π)φn(x) dx −−−−−→

n→+∞
0

puis que
n∑

k=1

1
k2 −−−−−→

n→+∞

π2

6 .
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