
Devoir maison no 9
À rendre le lundi 8 décembre 2025

Rédigez sur une copie double lisiblement et proprement. Laissez une marge à gauche, écrivez à l’encre bleue ou
noire et encadrez ou soulignez les résultats principaux.
Veuillez apporter un soin particulier à la rédaction, à la rigueur et aux raisonnements. Tout résultat doit être
justifié. N’oubliez pas d’introduire toutes les variables que vous utilisez.

Les deux premiers exercices sont à traiter en priorité.

Exercice 1 : Approximation d’une racine carrée

Dans tout cet exercice on se donne a un entier naturel supérieur ou égal à 2. Introduisons deux suites (pn)n∈N et
(qn)n∈N définies par p0 = q0 = 1 et

∀n ∈ N, pn+1 = pn + aqn et qn+1 = pn + qn.

Une récurrence immédiate (que l’on ne demande pas de rédiger) montre que, pour tout n ∈ N, pn et qn sont des
entiers non nuls. Pour tout n ∈ N, posons rn = pn

qn
. Dans la suite, nous allons montrer que rn −−−−−→

n→+∞

√
a de

deux façons (indépendantes) différentes.

1) Méthode 1. On définit sur R+ la fonction

f : x 7−→ x+ a

x+ 1 .

a) Montrer que le segment
[
1 ; 1+a

2
]

est stable par f .
b) Déterminer les variations des suites (r2n)n∈N et (r2n+1)n∈N.

Il est attendu que tout soit redémontré à cette question. On précisera le sens de variation (au sens
large) de chacune de ces deux suites.

c) En déduire rn −−−−−→
n→+∞

√
a.

2) Méthode 2.
a) Vérifier que, pour tout n ∈ N, qn+2 = 2qn+1 + (a− 1)qn.

Ainsi (qn)n∈N est une suite récurrence linéaire d’ordre 2 à coefficients constants.
b) En déduire une expression de qn en fonction de a et de n pour tout n ∈ N.
c) En déduire une expression de rn en fonction de n pour tout n ∈ N.
d) Montrer enfin que rn −−−−−→

n→+∞

√
a.

Exercice 2 : Étude d’une suite à valeurs complexes

On se donne z et a des complexes quelconques. On considère la suite (un)n∈N définie par u0 = z, u1 = a et

∀n ∈ N, un+2 = un+1 + un

2n
.

Pour tout n ∈ N, on note

mn = max{|un|; |un+1|} et vn =
n∏

k=0

(
1 + 1

2k

)
.
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1) a) Montrer que, pour tout n ∈ N, vn ⩽ e2.
On pourra utiliser une inégalité de convexité sur la fonction ln.

b) Justifier que, pour tout n ∈ N,

mn+1 ⩽

(
1 + 1

2n

)
mn.

c) Montrer alors que, pour tout n ∈ N, mn ⩽ e2m0. En déduire que (un)n∈N est une suite bornée.

2) Montrer que, si z et a sont des réels positifs, alors (un)n∈N admet une limite finie.

3) On revient au cas général (z et a sont des complexes quelconques).

a) Montrer que, pour tout (n, p) ∈ (N∗)2 tel que p > n, on a |up − un| ⩽ e2m0
2n−2 .

b) Soit φ : N −→ N strictement croissante. Montrer que uφ(n) − un −−−−−→
n→+∞

0.

c) Conclure que (un)n∈N admet une limite ℓ (que l’on ne cherchera pas à expliciter).
d) Soit ε > 0. Déterminer un entier n0 (en fonction de m0 et ε) tel que, pour tout n ⩾ n0, |ℓ− un| ⩽ ε.

Il est moins urgent de traiter le problème suivant

Problème : Fonction mystérielle

Le but de cet exercice est d’étudier une fonction définie comme la limite commune de deux suites de fonctions. La
partie A est consacrée à la preuve de résultats préliminaires. Ces derniers seront fortement utiles dans la partie B
dans laquelle nous étudions les deux suites et aboutissons à la définition de la fonction. Enfin, dans les parties C
et D, nous montrons plusieurs propriétés de la fonction φ qui héritent essentiellement des propriétés des suites.

Partie A : Préliminaires

1) Pour tout n ∈ N∗, montrer la propriété

(Pn) : « ∀y ∈ ]−1 ; +∞[ , 1 + ny ⩽ (1 + y)n ».

2) Pour tout n ∈ N∗, montrer la propriété

(Qn) : « ∀y ∈
]
−1 ; 1

n

[
, (1 + y)n ⩽

1
1 − ny

».

3) Soit (sn)n∈N∗ une suite réelle telle que nsn −−−−−→
n→+∞

0.

a) Montrer que, pour tout n assez grand,

nsn ⩽ (1 + sn)n − 1 ⩽
nsn

1 − nsn
.

b) En déduire que (1 + sn)n −−−−−→
n→+∞

1.

Partie B : Convergence des deux suites

Donnons-nous x ∈ R et posons 1 nx =
⌊
|x|

⌋
+ 1. Pour tout n ∈ N∗ tels que n ⩾ nx (donc n > |x|), posons

un(x) =
(

1 + x

n

)n
et vn(x) =

(
1 − x

n

)−n
.

1. Cet entier nx est tout simplement le rang à partir duquel les termes des deux suites de l’exercice sont bien définis. Nous
l’introduisons simplement par soucis de rigueur mais la notation ne prendra pas en compte d’éventuels détails techniques le concernant.
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1) a) Montrer que, pour tout n ⩾ nx,

un+1(x)
un(x) =

(
1 + x

n

)(
1 − x

(n+ 1)(n+ x)

)n+1
.

b) A l’aide de la propriété la propriété (Pn+1), en déduire que la suite
(
un(x)

)
n⩾nx

est croissante.

2) En remarquant que pour tout n ⩾ nx, vn(x) = 1
un(−x) , montrer que la suite

(
vn(x)

)
n⩾nx

est décroissante.

3) a) Montrer que, pour tout n ⩾ nx,

1 − x2

n
⩽
un(x)
vn(x) ⩽ 1.

b) En déduire que un(x) − vn(x) −−−−−→
n→+∞

0.

4) En déduire que les suites
(
un(x)

)
n⩾nx

et
(
vn(x)

)
n⩾nx

convergent vers une même limite.

Pour tout x ∈ R, notons φ(x) la limite commune des suites
(
un(x)

)
n⩾nx

et
(
vn(x)

)
n⩾nx

. Cela définit donc une
fonction φ : x ∈ R 7−→ φ(x). L’objectif des parties suivantes est de montrer des propriétés de la fonction φ.

Partie C : Premières propriétés de la fonction φ

Pour montrer les propriétés suivantes sur la fonction φ, on utilisera principalement les propriétés des suites(
un(x)

)
n⩾nx

et
(
vn(x)

)
n⩾nx

, montrées dans la partie B, via des « arguments de passage à la limite ». On pensera
aussi à utiliser les résultats de la partie A.

1) Montrer que la fonction φ vérifie les propriétés suivantes :
a) φ(0) = 1.
b) Pour tout x ∈ R, φ(x) > 0.

On commencera par remarquer que un(x) ⩾ unx(x).
c) Pour tout x ∈ R, φ(−x) = 1

φ(x) .

d) Pour tout x ∈ R, φ(x) ⩾ 1 + x.

2) Donnons-nous (x, y) ∈ R2.

a) A l’aide de la question A3, montrer que un(x+ y)
un(x)un(y) −−−−−→

n→+∞
1.

b) En déduire que φ(x+ y) = φ(x)φ(y) puis que φ(x− y) = φ(x)
φ(y) .

c) Montrer alors que, pour tous x ∈ R et n ∈ Z, φ(nx) = φ(x)n.
On traitera d’abord le cas où n ∈ N puis on en déduira le cas où n ∈ Z\N.

3) a) Soit (x, y) ∈ R2 tel que x < y. En utilisant la question C1d, montrer que φ(y − x) > 1.
b) En déduire que φ est strictement croissante sur R.

Partie D : Limites, continuité, réciproque et dérivabilité de φ

1) En utilisant la question C1d, montrer que

lim
x→+∞

φ(x) = +∞ et lim
x→−∞

φ(x) = 0.

2) a) En utilisant la question C1d, montrer que

∀h ∈ ]−1 ; 1[ , 1 + h ⩽ φ(h) ⩽ 1
1 − h

.
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b) En déduire que φ est continue en 0.
c) En utilisant la question C2b, montrer que φ est continue sur R.

3) a) Montrer que φ est une bijection de R sur R∗
+. On note ψ sa réciproque.

b) Montrer que ψ est continue sur R∗
+, déterminer ses variations sur R∗

+ et ses limites en +∞ et 0+.

4) a) A l’aide d’un encadrement, montrer que

lim
h→0

φ(h) − 1
h

= 1.

b) En déduire que, pour tout a ∈ R,

lim
h→0

φ(a+ h) − φ(a)
h

= φ(a).

On en déduit que φ est dérivable sur R et que φ′ = φ.

5) Mais au fait, qui sont les fonctions φ et ψ ?
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