
Devoir surveillé no 1
samedi 27 septembre 2025

La durée de l’épreuve est de 4 heures et aucune sortie définitive avant la fin n’est autorisée. Il est possible d’obtenir
la note maximale sans avoir traité l’intégralité du sujet.
Avant de commencer, lisez l’intégralité du sujet.
Aucun document n’est autorisé. Les calculatrices et téléphones portables sont interdits.
Rédigez sur une copie double lisiblement et proprement. Laissez une marge à gauche et de la place au début de
la copie pour mes appréciations. Écrivez à l’encre bleue ou noire. N’utilisez pas de blanc correcteur. Encadrez ou
soulignez les résultats principaux.
Veuillez apporter un soin particulier à la rédaction, à la rigueur et aux raisonnements. Tout résultat doit être
justifié. Ces éléments seront pris en compte dans la notation. N’oubliez pas d’introduire toutes les variables que
vous utilisez, lorsqu’il le faut. Évitez les symboles ∀, ∃, ⇒ et ⇔ sauf si vous savez les utiliser correctement.

Exercice 1 : Questions en vrac

1) Écrire la négation de la proposition suivante :

∀(x, y) ∈ R2, x < y =⇒ (∃z ∈ Q, x < z < y).

2) Résoudre l’inéquation 2 − x+
√

2x− 1 > 0 d’inconnue x ∈ R.
On ne fera pas d’étude de variations d’une fonction pour résoudre cette inéquation.

3) Introduisons la suite (an)n⩾1 définie par a1 = 3, a2 = 4 et

∀n ∈ N\{0; 1}, an+1 = a2
n

2 + an

Montrer que
∀n ∈ N\{0; 1}, a2

1 + · · · + a2
n = (an + 1)2.

4) Introduisons la suite (bn)n⩾1 définie par b1 = 2 et

∀k ∈ N∗, b2k = 2bk et b2k+1 = bk + bk+1.

Montrer que, pour tout n ∈ N∗, bn = 2n.

5) En raisonnant par analyse-synthèse, déterminer toutes les fonctions f de R dans R telles que

∀(x, y) ∈ R2, f(x+ y) − f(x− y) = 4xy.

6) Considérons la fonction
φ : x 7−→

(
(3 − x)(x− 1)

)π
.

a) Montrer que φ réalise une bijection de [1 ; 2] sur [0 ; 1] et expliciter sa bijection réciproque.
On n’utilisera pas le théorème de la bijection.

b) Notons ψ = φ−1. De deux façons différentes, montrer que ψ est dérivable sur ]0 ; 1[ et calculer ψ′.

7) Considérons l’ensemble

A =
{

n

n+ 1

∣∣∣∣ n ∈ N∗
}
.

a) Montrer que A est une partie bornée de R qui admet un minimum (que l’on précisera).
b) En raisonnant par l’absurde, justifier que 1 est le plus petit des majorants de A.
c) En déduire que A n’admet pas de maximum.
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Exercice 2 : Une étude de fonction

On introduit la fonction 1

f : x 7−→ |x2 − 1|x+1.

1) Justifier soigneusement que f est définie sur R et dérivable sur R\{−1; 1}.

2) a) Calculer les limites de |x− 1|x+1 et |x+ 1|x+1 quand x tend vers 1 et quand x tend vers −1.
b) Montrer alors que f est continue en −1 et 1 (et donc sur R tout entier).
c) Calculer les limites de f en +∞ et −∞.

3) Justifier que, sur R\{−1; 1}, f ′ est du signe de la fonction

g : x 7−→ 2x
x− 1 + ln(|x2 − 1|).

4) Justifier brièvement que g est dérivable sur R\{−1; 1} et exprimer g′ sous la forme d’une fonction rationnelle.
On la présentera sous une forme factorisée et simplifiée au maximum.

5) a) Vérifier que g(1 +
√

2) > 0.
b) Montrer que

∀x ∈ R∗
+, ln(x) ⩾ 1 − 1

x
.

c) En déduire que g(1 −
√

2) > 0.

6) Calculer les limites de g en ±∞, en −1 et en 1−.

7) En déduire le tableau de variations de g.
On fera apparaître les limites de g de la question précédente ainsi que les points d’abscisses 1 ±

√
2.

8) Justifier soigneusement que la fonction g s’annule exactement trois fois sur R\{−1; 1} : en 0, en un réel α
de l’intervalle ]−∞ ; −1[ et en un réel β de l’intervalle

]
−1 ; 1 −

√
2
[
.

On ne cherchera pas à calculer des valeurs explicites de α et β.

9) Donner enfin le tableau de variations complet de f sur R.

10) a) Justifier que
f(x) − f(1)

x− 1 −−−→
x→1

0.

Que peut-on en déduire ?
b) En utilisant la convexité de la fonction exponentielle sur R, montrer que

∀x ∈ ]−1 ; 1[ , f(x) − f(−1)
x+ 1 ⩽ ln(1 − x2).

En déduire que f n’est pas dérivable à droite en −1.

11) Tracer l’allure de la courbe représentative de f .
On donne : α ≈ −1, 16, f(α) ≈ 1, 19, β ≈ −0, 76 et f(β) ≈ 0, 81. On admet que f est convexe sur
[1 ; +∞[.

1. Pour éviter toute erreur de lecture : pour tout réel x, le nombre f(x) est égal au réel |x2 − 1| élevée à la puissance x + 1 (lorsque
cela a un sens bien entendu).
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Exercice 3 : Théorème de Beatty

Si E désigne un ensemble non vide, on dit que deux parties non vides A et B de E forment une partition de E
lorsque E = A ∪B et A ∩B = ∅, autrement dit, lorsque tout élément de E appartient ou bien à A ou bien à B
(mais pas les deux à la fois).

Pour tout x ∈ ]1 ; +∞[, on note Ex = {⌊nx⌋ |n ∈ N∗}. Il s’agit de l’ensemble constitué des entiers ⌊x⌋, ⌊2x⌋,
⌊3x⌋, ⌊4x⌋, etc.

On se donne a et b deux réels supérieurs à 1. L’objectif de cet exercice est de montrer le théorème de Beatty :

Ea et Eb forment une partition1 de N∗ si et seulement si a et b sont des irrationnels vérifiant 1
a

+ 1
b

= 1.

1) Pour tous x ∈ ]1 ; +∞[ et n ∈ N∗, notons

cn(x) = card({r ∈ Ex | r ⩽ n}) = card(Ex ∩ J1 ;nK),

le nombre d’éléments de Ex qui sont inférieurs ou égaux à n.

a) Justifier que, pour tous x ∈ ]1 ; +∞[ et (k, ℓ) ∈ N2 tel que k ̸= ℓ, ⌊kx⌋ ≠ ⌊ℓx⌋.
b) Soient n ∈ N∗ et x ∈ ]1 ; +∞[. Notons p le plus grand entier naturel k vérifiant ⌊kx⌋ ⩽ n. Montrer

que
p <

n+ 1
x

⩽ p+ 1.

c) Justifier que Ex ∩ J1 ;nK = {⌊kx⌋ | k ∈ J1 ; pK} puis en déduire que

cn(x) < n+ 1
x

⩽ cn(x) + 1.

2) On suppose dans cette question uniquement que Ea et Eb forment une partition de N∗. Notons δ = 1
a

+ 1
b

.

a) Justifier que, pour tout n ∈ N∗, cn(a) + cn(b) = n.
On pourra utiliser sans preuve le fait (intuitif) suivant : si A et B sont deux ensembles disjoints,
card(A ∪B) = card(A) + card(B).

b) En déduire que
∀n ∈ N∗,

n

n+ 1 < δ ⩽
n+ 2
n+ 1 .

c) En utilisant le résultat de la question 7b de l’exercice 1, montrer que δ = 1.

On en déduit que 1
a

+ 1
b

= 1.

d) On rappelle que Ea ∩ Eb = ∅. Montrer alors que a

b
est irrationnel.

e) En déduire que a et b sont irrationnels.

Montrons à présent la réciproque : on suppose dans la suite que a et b sont des irrationnels strictement supérieurs
à 1 et vérifiant 1

a
+ 1
b

= 1.

3) Raisonnons par l’absurde en supposant que Ea ∩ Eb ̸= ∅.
a) Justifier qu’il existe n et k dans N∗ tels que ⌊na⌋ = ⌊kb⌋. Notons p cette quantité.
b) Montrer que n+ k − 1 < p < n+ k. Conclure.

1. Cela signifie donc que tout entier naturel n ∈ N∗ appartient à Ea (c’est-à-dire qu’il existe k ∈ N∗ tel que n = ⌊ka⌋) ou bien à
Eb (c’est-à-dire qu’il existe k ∈ N∗ tel que n = ⌊kb⌋) mais pas à ces deux ensembles à fois (qui n’ont aucun élément en commun).
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4) Soit m ∈ N∗. Posons k =
⌊m
a

⌋
et ℓ =

⌊m
b

⌋
.

a) Supposons que m /∈ Ea. Justifier que ka < m < (k + 1)a− 1.
b) Supposons que m /∈ Ea ∪ Eb. Justifier que k + ℓ < m < k + ℓ+ 1.
c) Conclure que Ea ∪ Eb = N∗.

5) Application.
a) Justifier que l’équation x2 = x + 1, d’inconnue x ∈ R, admet une unique solution φ strictement

positive. Il s’agit du nombre d’or.
b) Montrer que Eφ et Eφ2 forment une partition de N∗.
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