
Devoir surveillé no 2
vendredi 17 octobre 2025

La durée de l’épreuve est de 3 heures et aucune sortie définitive avant la fin n’est autorisée. Il est possible d’obtenir la
note maximale sans avoir traité l’intégralité du sujet.

Avant de commencer, lisez l’intégralité du sujet.

Aucun document n’est autorisé. Les calculatrices et téléphones portables sont interdits.

Rédigez sur une copie double lisiblement et proprement. Laissez une marge à gauche et de la place au début de la
copie pour mes appréciations. Écrivez à l’encre bleue ou noire. N’utilisez pas de blanc correcteur. Encadrez ou soulignez
les résultats principaux.

Veuillez apporter un soin particulier à la rédaction, à la rigueur et aux raisonnements. Tout résultat doit être justifié.
Ces éléments seront pris en compte dans la notation. N’oubliez pas d’introduire toutes les variables que vous utilisez,
lorsqu’il le faut. Évitez les symboles ∀, ∃, ⇒ et ⇔ sauf si vous savez les utiliser correctement.

Exercice 1 : Questions en vrac

1) Résoudre l’équation cos(5x) = cos(x) + sin(6x) d’inconnue x ∈ [0 ; 2π[.

2) Simplifier 2 Arcsin
(

4
5

)
+ Arcsin

(
24
25

)
.

3) Résoudre l’équation z3 + 3(1 + i)z2 + (8i − 3)z + 5(i − 1) = 0 d’inconnue z ∈ C.
Penser à exprimer 172 − 82 sous la forme d’un carré parfait sera utile à un moment.

4) Résoudre l’équation ez = −3 − i d’inconnue z ∈ C.
On exprimera l’ensemble des solutions à l’aide notamment d’une Arctangente.

Exercice 2 : Une étude de fonction

On introduit
f : x 7−→ (1 + x) Arccos

(√
1 − x2

)
.

1) Montrer brièvement mais soigneusement que f est définie et continue sur [−1 ; 1] et deux fois dérivable sur
]−1 ; 1[ \{0}.

2) À l’aide d’un taux d’accroissement, justifier que f est dérivable en −1.

3) Calculer f ′ puis f ′′ sur ]−1 ; 1[ \{0}.

Pour simplifier les calculs, on pourra utiliser la fonction sg : x ∈ R∗ 7−→ x

|x|
=

{
1 si x > 0

−1 si x < 0 .

On observera que, pour tout x ∈ ]−1 ; 1[ \{0}, f ′′(x) est du signe de x.

4) Justifier que f ′ s’annule un unique point α (que l’on ne cherchera pas à expliciter) de [−1 ; 0[. Et sur ]0 ; 1[ ?

5) En déduire le tableau de variations complet de f .

6) Tracer la courbe représentative de f .
On fera attention à la convexité/concavité (que l’on justifiera) et on placera notamment des demi-tangentes en −1,
0 et 1. Pour cela, on admet 1 que f n’est pas dérivable à droite en 1. On admet aussi que f est dérivable à gauche
et à droite en 0 et que ses dérivées à gauche et à droite en 0 sont les limites de f ′ en 0− et 0+ respectivement.
On admet aussi que α ≈ −0, 53 et f(α) ≈ 0, 26.

1. Le théorème de la limite de la dérivée (que l’on verra dans le chapitre 19) permet de montrer cela facilement.
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Exercice 3 : Cercles-droites et inversion circulaire

On munit le plan P d’un repère orthonormée direct (O,
−→
i ,

−→
j ). On identifiera tout point du plan M de coordonnée

(x, y) ∈ R2 à son affixe z = x + iy. On identifiera aussi toute partie A du plan au sous-ensemble de C des affixes des
points de A.
Par exemple :

• si Ω désigne un point du plan et r un réel strictement positif, alors on identifie Ω avec son affixe ω et on identifie
le cercle 1 de centre Ω et de rayon r avec l’ensemble

{
z ∈ C

∣∣ |z − ω| = r
}

.
• si P et Q désignent deux points distincts du plan, alors on identifie P et Q avec leurs affixes p et q respectives et

on identifie la droite 2 (PQ) avec l’ensemble
{

z ∈ C
∣∣∣∣ z − p

q − p
∈ R

}
.

Partie A : Caractérisation des droites

Soit (a, b, c) ∈ R3 tel que (a, b) ̸= (0, 0). Notons µ = a + ib et γ = −iµ.
1) Soit z = x + iy ∈ C.

a) Vérifier que ax + by = Re(µz).
b) En déduire qu’il existe z0 ∈ C tel que c = − Re(µz0).

On donnera une expression explicite d’un tel z0.

c) Justifier que z − z0
γ

∈ R si et seulement si Re(µz) + c = 0.

On en déduit (on ne demande pas de le justifier) que

{z = x + iy ∈ C | ax + by + c = 0} = {z ∈ C | Re(µz) + c = 0} = {z0 + tγ |t ∈ R}

2) Notons M0 le point d’affixe z0 et M1 le point d’affixe γ + z0. Justifier que la partie ci-dessus (écrite de trois
manières différentes) est la droite (M0M1).

Nous venons de montrer que, pour décrire une droite, on peut :
• donner trois réels (a, b, c) ∈ R2 tels que (a, b) ̸= (0, 0) et dire que la droite est l’ensemble des points de coordonnées

(x, y) vérifiant ax + by + c = 0. On dit que l’équation ax + by + c = 0, d’inconnue (x, y) ∈ R2, est une équation
cartésienne de la droite.

• donner un complexe non nul µ et un réel c et dire que la droite est l’ensemble des points dont l’affixe z vérifie
Re(µz) + c = 0. On dit que l’équation Re(µz) + c = 0, d’inconnue z ∈ C, est une équation complexe de la droite.

• donner z0 ∈ C et γ ∈ C∗ et dire que la droite est l’ensemble des points de la forme z0 + tγ avec t décrivant R.
Nous avons aussi vu les liens entre a, b, c, µ, γ et z0.

3) On se donne plutôt deux points P et Q distincts d’affixes p et q. Exprimer en fonction de p et q, un complexe µ
et un réel c tel que la droite (PQ) a pour équation Re(µz) + c = 0.

Partie B : Les cercles-droites

Pour tous réels u et k et pour tout complexe non nul α, notons

Bu,k,α = {z ∈ C | u|z|2 + Re(αz) + k = 0}.

On dit que Bu,k,α est un cercle-droite 3.

1) On se donne donc (u, k, α) ∈ R2 × C∗. Conformément à la partie A, si u = 0, alors Bu,k,α est une droite.
Supposons dans la suite de cette partie que u ̸= 0.

a) Posons ω = − α

2u
, ∆ = |α|2 − 4ku et R = ∆

4u2 . Vérifier que, pour tout z ∈ C,

u|z|2 + Re(αz) + k = u
(
|z − ω|2 − R

)
.

1. Par définition, le cercle de centre Ω(x0, y0) et de rayon r est l’ensemble des points M(x, y) du plan tels que ΩM = r, c’est-à-dire
(x − x0)2 + (y − y0)2 = r2.

2. Par définition, la droite (P Q) est l’ensemble des points M tels que −−→
P M est colinéaire avec −−→

P Q.
3. C’est une partie de C que l’on peut, une fois de plus, identifier à l’ensemble des points du plan d’affixe dans Bu,k,α.
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b) Justifier que, si ∆ > 0, alors Bu,k,α est le cercle de centre ω et de rayon r =
√

R. Que dire de Bu,k,α lorsque
∆ = 0 et lorsque ∆ < 0 ?

2) Soient ω ∈ C et r ∈ R∗
+. Notons C le cercle de centre d’affixe ω et de rayon r > 0. Déterminer u, k, α (en

fonction de ω et r) tels que C = Bu,k,α.

3) En considérant les cercles Cr de centre ir et de rayon r, r décrivant R∗
+, justifier qu’on peut voir une droite

comme un cercle dont le centre est à l’infini.

O
•

Partie C : Inversion circulaire

On définit l’application

f :
{

C∗ −→ C∗

z 7−→ 1
z

On l’appelle l’inversion circulaire 1.
1) Soit z ∈ C∗. Notons M le point d’affixe z et M ′ le point d’affixe f(z). Justifier que M ′ est le point de la

demi-droite [O, M) vérifiant OM ′ × OM = 1.

2) Une construction géométrique. Soit M un point du plan qui n’est pas l’origine. On note P un point 2 (peu
importe lequel) du cercle trigonométrique qui se trouve sur la perpendiculaire à (OM) qui passe par O. Ensuite
on note Q le point d’intersection entre la droite (OM) et la perpendiculaire à (PM) passant par P . Notons z, p
et q les affixes de M , P et Q respectivement.

•
M

P
•

•
Q

′′
′′ •

M ′•
O

a) Justifier que pz ∈ iR, qp ∈ iR et qz ∈ R.
b) Justifier que (q − p)(z − p) + (q − p)(z − p) = 0.
c) En déduire que qz = −1 et conclure que M ′ est le symétrique de Q par la symétrie centrale de centre O.

3) Soient A, B et C trois points du plans qui sont deux à deux distincts et n’étant pas l’origine. Notons
A′, B′ et C ′ leurs images respectives par l’inversion circulaire.

a) Exprimer la longueur A′B′ en fonction des longueurs AB, OA et OB. Commenter.

b) On note θ une mesure de l’angle (−−→AB; −→
AC) et φ une mesure de l’angle (−−→OB; −−→

OC). Déterminer une mesure
de l’angle (

−−→
A′B′;

−−→
A′C ′) en fonction de θ et φ.

1. Plus précisément, c’est l’inversion circulaire de centre O et de rapport 1. On pourrait définir plus généralement l’inversion circulaire

de centre Ω d’affixe ω et de rapport r > 0, l’application z 7−→ ω + r2

z − ω
définie sur C\{ω}. Mais, pour simplifier, supposons que r = 1

et ω = 0.

Contrairement à ce que son nom semble suggérer, l’inversion circulaire n’associe pas à tout complexe non nul son inverse mais
l’inverse de son conjugué.

2. On admet (ce n’est pas bien difficile à montrer) l’existence d’un tel point d’intersection. Il y en a même deux et on peut choisir celui que
l’on veut sans importance pour la suite.
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Partie D : Transformation d’un cercle-droite par une inversion circulaire

Lorsque A désigne une partie de C∗ , on appelle image de A par f , et on note

f(A) = {f(a) | a ∈ C∗} = {z ∈ C∗ | ∃a ∈ C∗, z = f(a)}.

Autrement dit f(A) est la partie du plan 1 obtenue par transformation de la partie A par inversion circulaire.
Ci-dessous deux transformations circulaires du logo de Batman (version The Dark Knight) dans des positions différentes
par rapport au cercle trigonométrique (en pointillés). La transformation est en traits légers.

O
•

O
•

1) Montrer que, pour toute partie A de C, f(A ∩ C∗) = {z ∈ C∗ | f(z) ∈ A}.
On raisonnera par double inclusion.

2) Soient (u, k, α) ∈ R2 × C∗. Déduire de la question précédente que f(Bu,k,α ∩ C∗) = Bk,u,α ∩ C∗.
Autrement dit l’image d’un cercle-droite privé de 0, par inversion circulaire est encore un cercle-droite privé de 0.

3) Montrer ensuite que, plus précisément,
• l’image d’une droite passant par O privée de O est elle-même.
• l’image d’une droite ne passant pas par O est un cercle passant par O privé de O.
• l’image d’un cercle passant par O privé de O est une droite ne passant pas par O.

Ci-dessous, trois exemples d’un cercle passant par O (en traits gros) et d’une droite ne passant pas par O (en traits fins)
qui sont images l’un de l’autre par inversion circulaire. Le cercle trigonométrie est à chaque fois représenté en pointillés.

O
•

O
•

O
•

4) Montrer enfin que, plus précisément, l’image d’un cercle ne passant pas par O est un cercle ne passant pas par O.
Pour être encore plus précis, on montrera que, pour tout ν ∈ C et ρ ∈ R∗

+ tels que σ = |ν|2 − ρ2 ≠ 0, l’image par
f du cercle de centre ν et de rayon ρ est le cercle de centre ν

σ
et de rayon ρ

|σ|
.

Ci-dessous, trois exemples de deux cercles ne passant pas par O (en traits gros et fins) qui sont images l’un de l’autre par
inversion circulaire. Le cercle trigonométrie est à chaque fois représenté en pointillés. On remarque que, sur le troisième
exemple, les deux cercles sont confondus.

O
•

O•

O •

5) Quels sont les cercles-droites qui sont laissées globalement fixes par l’inversion circulaire (c’est-à-dire qui sont
leurs propres images par f) ?

1. Encore une fois, on identifie A avec l’ensemble des points du plan d’affixes dans A et on identifie f(A) avec l’ensemble des points du
plan d’affixes dans f(A).
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