Devoir surveillé n° 3

samedi 22 novembre 2025

La durée de I'épreuve est de 4 heures et aucune sortie définitive avant la fin n'est autorisée. Il est possible d’obtenir
la note maximale sans avoir traité I'intégralité du sujet.

Avant de commencer, lisez I'intégralité du sujet.
Aucun document n'est autorisé. Les calculatrices et téléphones portables sont interdits.

Rédigez sur une copie double lisiblement et proprement. Laissez une marge a gauche et de la place au début de
la copie pour mes appréciations. Ecrivez a I'encre bleue ou noire. N'utilisez pas de blanc correcteur. Encadrez ou
soulignez les résultats principaux.

Veuillez apporter un soin particulier a la rédaction, a la rigueur et aux raisonnements. Tout résultat doit étre
justifié. Ces éléments seront pris en compte dans la notation. N'oubliez pas d'introduire toutes les variables que
vous utilisez, lorsqu'il le faut. Evitez les symboles ¥, 3, = et < sauf si vous savez les utiliser correctement.

QUESTIONS EN VRAC

Cet exercice devra étre traité sur une copie séparée. Il ne pourra étre traité que lors des 90 premiéres
minutes de ce devoir. Les copies seront ensuite ramassées et les 150 derniéres minutes devront étre
consacrées exclusivement aux exercices 2 et 3. Il est tout a fait possible de commencer a traiter les
exercices 2 et 3 avant la fin des 90 premiéres minutes et méme de ne pas traiter du tout les questions
en vrac.

Temps conseillé pour les questions de cet exercice : 10 min, 15 min, 25 min, 20 min, 25 min

1) Montrer que

1 dx T
Kéq(x+nw%@+2):12

1
a l'aide du changement de variable t = :
z+1
2) Pour tout x € ]0; 27|, posons
2z L:
t
I(x) = sin(t) dt.
t2
x

Justifier que I est bien définie sur ]0;27]. Montrer ensuite qu'elle est dérivable sur ]0;27] et calculer sa
dérivée. En déduire que I admet son minimum sur ]0;27] en 7 (on ne chercher pas a déterminer la valeur
du minimum).

3) a) Déterminer une primitive sur R de la fonction
1
G:ixr— ——— .
T A+ a2

b) En déduire une primitive sur R de la fonction
3r — 8

Fior— — — .
v (22 —4x + 5)?

4) Résoudre le probléeme de Cauchy

y(1) ==

d'inconnue y € 2(R,R) (I'ensemble des fonctions dérivables sur R et a valeurs réelles).

{ 1+ 2%y — 2y =1+ a2

5) Résoudre I'équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants
y" — 2y’ + 2y = 4ch(z) sin(z)

d'inconnue y € Z%(R,R) (I'ensemble des fonctions deux fois dérivables sur R et a valeurs réelles).
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EXERCICE : SOMMES QUADRATIQUES DE (GAUSS

2im
Pour tout n € N*, on note (, =e» et
n—1
k‘2
Gu=D G-
k=0
1) Calculer Gy, G, Gj3, et Gy.
Dans toute la suite, on se donne n € N\{0;1}.

2) a) Montrer que

|Gn’2 _ Z CkQ £2

0<k f<n—1

b) En déduire que
n—1 [n—-1-¢

G =30 |0

=0 p=—¢

3) Soit ¢ € [0;n — 1]. Montrer que

Z Cp (p+20) Z Ck(k+2£ .

n—1
4) Pour tout k € [0;n — 1], notons S = Z((zk)g Déduire des deux questions précédentes que
=0

n—1
Gl = x S
k=0

5) a) Supposons que n est impair. Vérifier que S = 0 pour tout k € [1;n — 1] puis calculer Sp.
On rappelle le lemme de Gauss : lorsque a, b, c sont des entiers non nuls tels que albc et a est premier
avec b, on a alc.

b) Supposons que n est pair. Notons m = g Vérifier que S = 0 pour tout k € [1;n — 1]\{m} puis
calculer Sy et S),

6) En déduire une expression simple de |G| en distinguant les cas selon que n est congru a 0, 1, 2 ou 3
modulo 4.

PROBLEME : WALLIS AT YOUR SERVICE

Wy, = /2 cos™(t) dt
0

T
On rappelle (nous I'avons vu en cours) que Wy = 5 Wy =1et

Pour tout n € N, notons

n

Vn € N*, Wha1 =
n n+1 n+1

Wh—1.

Dans la partie A de ce probleme, nous utilisons cette formule de récurrence pour démontrer un résultat asymptotique
sur la suite (W),)nen. Les deux parties suivantes présentent deux applications différentes (et indépendantes) de
ces résultats. La derniére partie présente encore une application des intégrales de Wallis et elle est totalement
indépendante des trois parties qui la précedent.
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Partie A : Vitesse de convergence de (W),),cn
T
1) Montrer que, pour tout n € N*, nW,,W,,_1 = 5

2) Justifier que, pour tout n € N*, W, 11 < W,, < W,,_;.

. 2 j
3) En déduire que nW}; 5

. T . . , .
On en déduit que /nW, —+> 5 et on admet pour les parties suivantes qu'alors, pour toute fonction ¢
n——+0o0o

strictement croissante de N dans N, \/o(n)W ;) —— g

n—-+00
Partie B : Au service du probleme de Bale

Pour tout n € N, posons

™

. L
I, = / TReos(t)dt et Ay = L2
0

B §W2n
1) Calculer Iy et Ap.

2) a) Soit n € N*. En faisant une double intégration par parties, montrer que

WQn = n(2n — 1)I2n—2 — QHQIQR.

b) En utilisant la formule de récurrence rappelée en introduction, déterminer une expression simple de

An_1 — A, pour tout n € N*.

c) Conclure que, pour tout n € N*,
n

Io—An:ZZ%.

k=1
3) a) Montrer que, pour tout ¢t € [O; g} 2 < sin(t) puis que t2 < Tsin(t).
T 7r2
b) En déduire que, pour tout n € N, I, < m

4) A I'aide des questions précédentes et de la partie A, conclure que

Shot
— k2 n—+too 6

Au second semestre, nous noterons cela
+oo 2
PO
k2 6
k=1
Partie C : Au service de l'intégrale de Gauss

1) Soit n € N*. En utilisant la convexité de la fonction exponentielle sur R, prouver que

u? n? 2 u? -’
Vu € [0;n], (1—712) <e ™ K (1—}—712) )

2) Soit n € N*.

a) A I'aide du changement de variable v = n tan(t), montrer que

n u2 —n?
/ (1 —+ TLQ) du < nWan_Q.
0

Lycée Condorcet - MPSI2 3/4

Matthias Gorny



b) A I'aide du changement de variable © = n sin(t), montrer que

n 'LL2 n?
/0 <1 — n2> du = nWan_H.

3) En utilisant une fois de plus la partie A, conclure que

R
0

n—+oco 2

En deuxiéme année, vous noterez cela

Partie D : Au service du développement en série entiére de Arcsin
On se donne z € |—1;1].
1) Soit N € N*.
a) Exprimer

N @
2 dt
Wana?" — / _
nz:o n o 1—a2cos?(t)
sous la forme d'une intégrale.

b) Conclure que

jus

N
2 dt
W 2n _
T;) 2 /0 1 — 22 cos?(t)

2) Soit A € |0;Z[. A Il'aide du changement de variable t = Arctan(u), calculer I'intégrale

/A dt
o 1—x2cos?(t)

_ 22(N+1) o
S 21— a?)’

et montre 'elle tend vers il and A tend esﬂé auche
montrer qu nd vers ———— = quan nd vers — u .
q o/l =22 q 5 g
3) Conclure que
N Vs
Wop 2" )
RZ% Y Nk 2y1- 22
4) En déduire que
1 . N on\ 22"
- >
1—x2 Notool=\n ) 4"

Au second semestre, nous noterons cela

+oo o2n

1 2n\ x
v —1:1 — Sl
ze]-1;:1[, 12 ;<n>4n

=0
1
En deuxieme année?!, vous direz qu'il s’agit du développement en série entiére de = — \/jg sur |—1;1[.
En primitivant (vous verrez en deuxiéme année que cela est permis), on obtient que 11—z
oo 2n+1
2n T
Ve e |-1;1 Arcsin(z) = g —_
=111 (z) —\n (2n + 1)4»

On peut montrer que cette derniére formule est valable pour x = +1. Elle permet de calculer facilement des
valeurs approchées de Arcsin en tout point de son domaine de définition.

1. Mais en deuxiéme année, vous verrez que le développement en série entiere de x — =
utiliser d'intégrales de Wallis. l—z

sur |—1; 1] peut s'obtenir sans
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