Devoir surveillé n° 6

samedi 14 février 2026

La durée de I'épreuve est de 4 heures et aucune sortie définitive avant la fin n’est autorisée. Il est possible d’obtenir
la note maximale sans avoir traité I'intégralité du sujet.

Avant de commencer, lisez I'intégralité du sujet.
Aucun document n'est autorisé. Les calculatrices et téléphones portables sont interdits.

Rédigez sur une copie double lisiblement et proprement. Laissez une marge a gauche et de la place au début de
la copie pour mes appréciations. Ecrivez a I'encre bleue ou noire. N'utilisez pas de blanc correcteur. Encadrez ou
soulignez les résultats principaux.

Veuillez apporter un soin particulier a la rédaction, a la rigueur et aux raisonnements. Tout résultat doit étre
justifié. Ces éléments seront pris en compte dans la notation. N'oubliez pas d'introduire toutes les variables que
vous utilisez, lorsqu'il le faut. Evitez les symboles ¥, 3, = et < sauf si vous savez les utiliser correctement.

EXERCICE 1 : QUESTIONS EN VRAC

Cet exercice devra étre traité sur une copie séparée. Il ne pourra étre traité que lors des 90 premiéres
minutes de ce devoir. Les copies seront ensuite ramassées et les 150 derniéres minutes devront étre
consacrées exclusivement a I'exercice 2 et au probléeme. Il est tout a fait possible de commencer a traiter
I’'exercice 2 et le probléme avant la fin des 90 premiéres minutes et méme de ne pas traiter du tout les
questions en vrac.

Temps conseillé pour les questions de cet exercice : 10 min, 10 min, 15 min, 25 min, 10 min, 5 min

1) Justifier que f : 2 — 22 cos(z) est de classe €926 sur R puis calculer f(2026)

2) Pour tout = € R%, posons f(x) = gAretan(@®) - Montrer que f est prolongeable en une fonction de classe €
sur R, tout entier. On calculera f/ sur R.

3) En utilisant I'inégalité des accroissements finis, montrer que

n? <Arccos < 1 ) — Arccos (1)> —_— 1.
n-+1 n n——+o0o

i 1
4) On définit une suite (uy)nen par up € R et, pour tout n € N, wy,q1 = icos(un).

1 . . . .
a) Montrer que f: 2z — 5 cos(x) admet un unique point fixe a sur R et que celui-ici appartient a [0;1].

b) Justifier que |ug — a| < 1.

c) Montrer que, pour tout k € N, si n; = [klogy(10)] + 3, alors u,, est une approximation de « a
10~ pres.

5) Soient f et g deux fonctions continues sur R et a valeurs réelles. On suppose que f et g admettent
des limites finies en +oo. Justifier qu'il existe & > 0 (que l'on ne cherchera pas a expliciter) tel que
g—a< f<g+ta

6) Soit f une fonction définie sur Ry qui est dérivable en 0 et telle que f(0) =0 et f'(0) > 0. Montrer qu'il
existe ¢ € R tel que f(c) > 0.
On attend une preuve compléte utilisant uniquement la définition quantifiée d’une limite (et aucun autre
résultat du cours).
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EXERCICE 2 : ZEROS ENTRELACES

Soit ¢ : R — R une fonction continue sur R. On considére I'équation différentielle
(Eq) ¢y +q(x)y=0

d’inconnue y deux fois dérivable de R dans R. Il s’agit d'une équation différentielle linéaire d'ordre 2 (mais pas a
coefficients constants a moins que ¢ ne soit une fonction constante non nulle).

1) Soit k € R*. Résoudre I'équation (E;) lorsque ¢ est la fonction constante égale a k.
Dans le cas général, on ne sait pas exprimer les solutions de (E;) a I'aide de fonctions usuelles. On admet (cela

sera montré en deuxiéme année) que le résultat vu dans le chapitre 11 sur I'existence et |'unicité de la solution
d'un probleme de Cauchy d'ordre 2 reste valable pour les équations (E;) lorsque ¢ est continue :

Théoréme (admis). Pour tout (z9,v0,y1) € R?, il existe une unique solution ¢ de I'équation différentielle
(E,) vérifiant ¢(z0) = yo et ¢'(x0) = y1.

On admet aussi (cela se vérifie aisément) que le principe de superposition reste valable pour ce type d'équation :
toute combinaison linéaire de solutions de (E;) est encore une solution de (E;) (car c’est une équation homogene).
On adopte les définitions suivantes :

e On appelle zéro d'une solution f de (E,) tout réel x tel que f(z) = 0.

e On dit que deux zéros z et z3 d'une solution f de (E;) sont consécutifs si z; < x2 et si f ne s’annule pas
sur |zq 5 xa.

e On dit qu'un zéro x de f est isolé s'il existe § > 0 tel que f ne s'annule pas sur |z — §;x[U |z ;z + I

On se donne dans la suite deux fonctions f et g de R dans R qui sont toutes les deux solutions non identiquement
nulles de (E,).On suppose de plus que f et g ne sont pas proportionnelles 1. L'objectif des questions suivantes
est de montrer que les zéros de f et g sont entrelacés, c'est-a-dire qu'ils sont isolés et que, entre deux zéros
consécutifs quelconques de I'une, se trouve un et un seul zéro de I'autre.

On définit la fonction w sur R par

Ve eR,  w(x)=f(z)g(x) - f(2)g'(x).
2) Montrer que w est constante sur R.

3) L'objectif de cette question est de montrer que w n'est pas la fonction nulle. Pour cela on raisonne par
I'absurde et on suppose que c'est le cas.
a) Justifier qu'il existe zp € R et C' € R tel que g(zg) = Cf(x0) et ¢'(xo) = Cf'(x0).

b) En considérant un probléme de Cauchy, conclure a une absurdité.

1. Deux fonctions sont dites proportionnelles s'il existe C € R tel que f = Cgou g=Cf
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4) Le but de cette question est de montrer que les zéros de f sont tous isolés. Pour cela on raisonne par
I'absurde et on suppose qu'il existe un zéro x de f qui ne soit pas isolé.

a) Montrer qu'il existe une suite (zy,)nen qui converge vers x et dont les termes sont des zéros de f
différents de x.

b) A I'aide d'un taux d'accroissement, montrer que f’(z) = 0.

c) En considérant un probléeme de Cauchy, conclure a une absurdité.

Les roles de f et g étant symétriques dans ce probléme (quitte a remplacer w par son opposé), on montrerait de
méme (on ne demande pas de le faire) que tous les zéros de g sont isolés.

5) Soient a et b deux zéros consécutifs de f (avec a < b). Montrer que f est de signe constant sur |a;b].
Quitte a remplacer f par —f, supposons que f est strictement positive sur ]a ; bl.
6) Montrer que f’(a) et f’(b) sont non nuls.

7) En exprimant f’(a) et f'(b) comme des limites de taux d'accroissements, montrer que f’(a) > 0 et f'(b) < 0.

8) Montrer que g(a) et g(b) sont non nul et de signes opposés puis en déduire que g s’annule au moins une fois
sur ]a; bl.
9) Montrer que g s'annule une unique fois sur ]a; bl.
On vient de montrer que, lorsque f et g ne sont pas proportionnelles, entre deux zéros consécutifs de f, la solution
g s'annule une unique fois. Les roles de f et g étant symétriques, entre deux zéros consécutifs de g, la solution f

s'annule une unique fois. Comme tous les zéros de f et g sont isolés, cela signifie que les zéros de f et g sont
entrelacés.

PROBLEME : APPROXIMATION DES FONCTIONS CONVEXES, CROISSANTES ET LIPSCHITZIENNES

Soit f : R — R. L'objectif de ce probleme est de montrer I'équivalence entre les deux propriétés suivantes :
e (Py) : f est convexe, croissante et Lipschitzienne sur R.
o (Qy) : il existe une suite (P,),en+ de fonctions polynomiales non identiquement nulles a coefficients positifs

telle que la suite (% deg(Pn))neN* est majorée et

VEER,  Lin(Pu(el)) — £(2).

n n—-+o00

Dans la partie A, on établit un résultat préliminaire appelée inégalité de Holder. Dans la partie B, nous démontrons
que, pour tout f: R — R, (Qy) implique (Py). Dans la partie C, nous démontrons la réciproque. La partie C
est indépendante des deux premiéres parties.

Partie A : Inégalité de Holder

: 1 1
On se donne deux réels strictement positifs p et ¢ qui vérifient — + — = 1.

P q
1) Montrer I'inégalité de Young :
Y(z,y) € R, xy < — + —.
p q

On utilisera la concavité de la fonction In sur RY .

2) Soient n € N* et (t1,...,tn, 21,...,2,) € R?" tels que

n n
Z [telP = Z 2|7 = 1.
k=1 k=1

A I'aide de I'inégalité de Young, montrer que

n

Z \tkzk| < 1.

k=1
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3) Soient n € N* et (z1,...,%n,y1,...,yn) € R?™. Le but de cette question est de montrer I'inégalité de
Holder :

1

n n P n
Z [Zkyk| < <Z ’wk’p> (Z ’yk|q>
k=1 k=1 k=1

1
q

n n
a) Montrer I'inégalité de Holder dans le cas ou Z |z =0 ou Z lye|? = 0.

k=1 k=1
b) On suppose maintenant que ces deux sommes sont non nulles. En appliquant I'inégalité de la question
A2 des réels t1,...,t,, 21,. .., 2, bien choisis, prouver I'inégalité de Holder.

Partie B : Preuve de (Qf) = (Py)

On considére une fonction polynomiale P : R — R non identiquement nulle et a coefficients positifs. Il existe
donc d € N (le degré de P) et (ag,...,aq) € (Ry)! tel que ag > 0 et

d
Vo € R, P(z) = Z apz®.
k=0

On définit ensuite la fonction
J R — R
Pl t — In(P(e)
1) Justifier que ¢ est bien définie sur R.

2) Le but de cette question est de démontrer que ¢ est convexe.

a) On note ¢ : t — P(e'). Justifier que v et ¢ sont deux fois dérivables sur R puis exprimer ¢ en
fonction de v, ¢ et 9",

b) En utilisant I'inégalité de Holder, montrer que

d 2 d d
vVt € R, (Z kakekt> < (Z kQakekt> (Z akekt> .
k=0

c) Conclure que ¢ est convexe.
3) a) Justifier que, pour tout t € R, 0 < e!P'(e') < d P(e).
b) Calculer la dérivée de ¢ puis montrer que ¢ est d-Lipschitzienne sur R.

Nous sommes désormais préts pour démontrer le sens indirect de I'équivalence. Supposons que (Qy) est vraie,
c'est-a-dire qu'il existe une suite (P,)nen+ d'applications polynomiales non nulles et a coefficient positifs telle la
suite numérique (= deg(P,)), _. est majorée et

n(Pafe) —— f(0)

VvVt € R,

On note :
e C un majorant strictement positif de la suite (3 deg(Py)), -
e pour tout n € N*, d,, le degré de P,.
e pour tout n € N*, ¢, : t — In(P,(e")) et f, 1 t — %ln(Pn(et)).
Les questions précédentes permettent déja d'affirmer que, pour tout n € N*, n x f, = ¢, est convexe et
dn-Lipschitzienne sur R.
4) a) Montrer que, pour tout n € N*, f,, est convexe, croissante et C-Lipschitzienne sur R.

b) En déduire que f est convexe, croissante et Lipschitzienne sur R.
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Partie C : Preuve de (Py) = (Qy)

On suppose désormais (Py), c'est-a-dire que f est convexe, croissante et Lipschitzienne. Notons C' un réel
strictement positif tel que f est C-Lipschitzienne.

On fixe dans toutes les questions suivantes (sauf la toute derniére) un entier naturel n > 2.

e Pour tout k € [0;n], on pose t = —In(n) + 277]6 x In(n). Remarquons! que tg = —In(n), t, = In(n) et
Vk € [0;n — 1], tpr1 — tg = 21n(n).
e Pour tout k € [0;n — 1], on pose
Pk = i) = ) qr = |1 X p] .

tr1 — g

e Pour tout k € [0;n — 1], on définit les fonctions
Ot — f(tr) + pr(t — tg) et Ak :tb—>f(tk)+q;k(t—tk).

Remarquons que, pour tout k € [0;n — 1], les réels tx, g, pr et les fonctions ¢; et Ay dépendent de k et aussi
de n mais la dépendance en n est omise pour alléger les notations.

On définit enfin 'application polynomiale

n—1
P, x+— Zen)‘k(o)x%.
k=0
. 1
1) Justifier que, pour tout k € [0;n — 1], 0 < pr < C, qr € Net 0 < pp — dk < -
n on

2) On se donne, dans la suite de cette question, un entier i € [0;n — 1] et un entier k € [0;n — 1] distinct
de i. On cherche a prouver que

VEE [tistipa],  Ge(t) < f(1) < Li(D).

0 t; < i 172 Th+1

4
Cgk ,,’
e

4

1. Dans le chapitre 24, nous avons dit que (tx)o<k<n €St une subdivision réguliére de [—In(n);1n(n)].
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a) Prouver sans calcul I'inégalité de droite.

b) Justifier que la fonction
fx) — f(tw)

xr — t

T —

est croissante puis montrer |'inégalité de gauche.

On considére désormais un réel t € [—1n(n) ;In(n)|.

3) a) Justifier qu'il existe un unique i € [0;n — 1] tel que t; <t < tiyg.
On explicitera i en fonction de t et de n.
b) Montrer que

21n(n)
5

0 < 4i(t) — Ai(t) <
n
4) On suppose dans cette question que i € [0;n — 2]. Vérifier que £;(t) = p;(t — tix1) + f(ti+1) puis prouver
que
2C'In(n)
< —"

n

0 < 4i(t) — £(t)
On appliquera I'inégalité de la question C2 avec k =i + 1.

On montrerait de méme (on ne demande pas de le faire) que cette derniere inégalité reste vraie si i = n — 1
(en prenant k =i — 1 = n — 2). Elle est donc vraie quelle que soit la valeur de i et peut donc étre utilisée dans la
suite sans faire de distinction sur la valeur de 3.

5) En déduire que
21In(n)

_2CMI(n) J(#) = Xi(t) < —

n n

6) Vérifier que, pour tout k € [0;n — 1], nAk(0) + gxt = nAk(t), puis prouver que

1 1
~1 By = M\ —— n(Ak(8)=Ai(t))
—In(Pa(e) = Ai(t) + An avec Ap=—In |1+ o
0<k<n—1
ki
7) Soit k € [0;n — 1]\{7}. Justifier que
Ae(t) = Xilt) < M) = ()] + [Xa(t) = L)

puis montrer qu'il existe une constante K (indépendante de ¢, i, k et n), que 'on précisera, telle que

< Kln(n).

8) En déduire que

9) Conclure que (Qy) est vraie.
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