Feuille d’exercices n° 30

Espaces vectoriels de dimension finie

Sauf indication contraire, F désigne un K-espace vectoriel de dimension finie, avec K =R ou C.

| Dimension de sous-espaces vectoriels

Exercice 1. (% a %%) Montrer que les ensembles suivants sont des espaces vectoriels de dimension finie. On
précisera leur dimension et une base.

1) F={feFRK) ‘ J(a,b,c) € R®, Vo € R, f(z) = acos(2x) + beos(z) + c}.
2) L'ensemble des suites réelles arithmétiques a coefficients dans K.
3) Dn(K), T,7(K), 7, (K), Sn(K) et A (K).
4) {A e M,(K)|tr(A) =0}.
On rappelle que, pour tout M € M, (K), tr(M) est la somme des termes diagonaux de M.

a b 0
5) b a 0 (a,b,c) € R3
c 0 a+b

6) {P € R,[X]| P(0)=P(1)} pour n € N\{0;1}.
7) F, = {P(2)e®® + Q(x)e 2| (P, Q) € (K,[X])?} pour o € R et n € N*.

Exercice 2. (% %) Soit p > 1. Montrer que |'ensemble des suites réelles p-périodiques est un espace vectoriel de
dimension p et en donner une base.

Il Famille de vecteurs en dimension finie

Exercice 3. (%) On pose e; = (1,0,0,...,0),e2 = (2,1,0,...,0),...,ep, = (n,n—1,n—2,...,1) (les vecteurs
étant dans R™). Montrer que (eq,...,e,) est une base de R".

Exercice 4. (%) Soit F le sous-espace vectoriel de R* engendré par les vecteurs (1,2, —1,3), (3,-2,0,1) et
(=5,6,—1,1). Déterminer une base de F et la compléter en une base de R

Exercice 5. (%%) Pour tout k € [0;n], posons P, = X*(1 — X)"~F.
1) Montrer que, pour tout j € [0;n], X7 est combinaison linéaire de P}, ..., P,.
2) En déduire que la famille (P, ..., P,) est une base de R,,[X].

Exercice 6. (%%) Montrer que M,,(R) admet une base constituée de matrices inversibles.

Exercice 7. (%) Soit E un espace vectoriel de dimension quelconque. Soient (z1,...,z,) une famille de vecteurs
de E. Montrer que, pour tout p € [1;n], rg(z1,...,z,) < rg(z1,...,2p) +n —p.

Exercice 8. (%) Soient & = (e1,...,ep) et F = (f1,..., fp) des familles libres. On suppose que pour tout
i € [1;p],e; € Vect(f1,...,fi). Montrer que pour tout i € [1;p], f; € Vect(eq,...,e;).

Exercice 9. (%) Soient (z1,...,Zn, Y1, .., Yn) des éléments d'un espace vectoriel E (pas forcément de dimension
n). On suppose que (1 + Y1,...,%n + Ypn) est libre. Montrer qu'il y a au moins n vecteurs libres parmi

('le oy Ly Y1y - - 7yn)
11l  Applications linéaires en dimension finie

Exercice 10. (%) Montrer qu'il existe un unique endomorphisme f de R3 qui vérifie f(1,1,0) = (1,2,0),
f(1,0,1) = (3,—1,2) et f(0,1,1) = (5,3,2). Déterminer le rang de f de deux facons différentes.
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Exercice 11. (%) Déterminer le noyau des applications linéaires suivantes. En déduire, sans plus de calcul, leur
image, et leur éventuel caractére injectif /surjectif/bijectif.

1) f:(z,y,2) — (x+y+2 z+y, x—2) de R? dans R3.
2) g:(z,y,2,t) — v +y+2z—t, -3z —y+2t 4z + 2 — t) de R* dans R3,

1
1

4) @ :p+—— (p(u), p(v), p(w)) de L (R3) dans (R?)3, ot (u,v,w) est une base de R3.
5) D: f+—— f' de E = Vect(cos?, sin?, sin cos, sin, cos) dans lui méme.
6) p: P— P— (X +1)P’ de R3[X] dans lui-méme.

3) h: M+ < _11> M de My(C) dans lui méme.

Exercice 12. () Soient F et F» des sous-espaces vectoriels de £ de méme dimension. Montrer qu'il existe un
automorphisme f de E tel que f(Fy) = Fb.

Exercice 13. (%) Un sous-espace vectoriel F' de E est dit stable par automorphisme si, pour tout u automorphisme
de E, u(F) C F.
1) Soit  un vecteur non nul de E. Montrer que pour tout vecteur y non nul, il existe un automorphisme u de
E tel que u(x) = y.

2) Montrer qu'un sous-espace vectoriel F' de E est stable par automorphisme si et seulement si F' = {0} ou
F=F.

Exercice 14. (%) Montrer que ¢ : P — P(X) + P(X + 1) est un automorphisme de R[X].
Exercice 15. (%) Montrer que ¢ : P — (P(0), P'(0),..., P(™(0)) est un isomorphisme de K, [X] dans K"*1.

Exercice 16. (%) Construire, si c'est possible :
1) f e Z(RYR3) telle que Ker(f) = Vect((1,0,0,—1)) et Im(f) = {(z,y,2) e R®|x —y + 2 = 0}.
2) g € Z(R3 R?) telle que Im(g) = Vect((1,0,0,—1)) et Ker(g) = {(z,y,2) € R¥|x —y + z = 0}.
3) h € Z(R* R3) telle que Im(h) = Vect((1,0,—1)) et Ker(h) = {(z,y,2,t) ER* |z —y + 2z —t =0}.
4) ¢ € Z(R3,R*) telle que Ker(p) = Vect((1,0,—1)) et Im(p) = {(x,y,2,t) € R* |z —y + 2z —t = 0}.

Exercice 17. (%) Supposons que E soit de dimension 3. Soit f un endomorphisme de E tel que Ker(f) et Im(f)
ne sont pas supplémentaires. Montrer que Ker(f) C Im(f) ou Im(f) C Ker(f).

Exercice 18. (%) Soit f € Z(FE). On suppose que, pour tout = € E, il existe p € N tel que fP(z) = 0
(attention a I'ordre des quantificateurs). Montrer que f est nilpotent. Donner un contre-exemple en dimension
infinie.
Exercice 19 — Rang des endomorphismes nilpotents en dimension 3. (%%) Supposons que E soit de
dimension 3. Soit f un endomorphisme non nul de F.

1) Montrer que, si f2 =0, alors rg(f) = 1.

2) Montrer que, si f2# 0 et f3 =0, alors rg(f) = 2.

Exercice 20 — Composition d’endomorphismes nilpotents. (k%)
1) Si u et v sont deux endomorphismes de E qui commutent, montrer que Im(u) et Ker(u) sont stables par v.
2) Soient u; et ug deux endomorphismes nilpotents qui commutent. Montrer que rg(ug o uy) < n — 2.

3) Soient uy, ..., u, n endomorphismes nilpotents qui commutent deux a deux. Montrer que uj o --- ou, = 0.

Exercice 21. (% %) Soient f et g des endomorphismes de E. Montrer que rg(f + g) < rg(f) + rg(g) puis que
rg(f) —ra(9)| < re(f —9).

Exercice 22. (%%) Soit f € .Z(E) tel que rg(f) = 1. Montrer qu'il existe A € R tel que f? = \f.
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Exercice 23. (%%) Montrer que n est pair si et seulement si il existe f € Z(FE) tel que Im(f) = Ker(f).

Exercice 24. (%) Soit f € Z(E). Soit F' un sous-espace vectoriel de E.
1) Montrer que dim(f(F')) = dim(F) — dim(F N Ker(f)).
2) Montrer que dim(f~1(F)) = dim(F N Im(f)) + dim(Ker(f)).

Exercice 25. (%) On note C(u) = {v € Z(F) | uov = vou}. Montrer que C(u) est un espace vectoriel stable
par composition de dimension supérieure ou égale a 1.

Exercice 26. (% %) On suppose que E est de dimension n et que F' est de dimension p, avec n > p. Soient
ue Z(E,F)etve Z(F F) tels que uowv = Idp. Montrer que v o u est un projecteur de rang p. Que vaut
Ker(vowu)?

Exercice 27. (%) Supposons que E est un espace vectoriel de dimension finie n > 2. Soit u € Z(F) tel que
u? —2u+1d = 0.

1) Montrer que u est un automorphisme de E.

2) Comparer Im(u — Id) et Ker(u — Id) et en déduire que dim (Ker(u — Id)) > g

3) Supposons que dim (Ker(u —1d)) =n — 1.

a) Soit e; un vecteur non nul de Im(u — Id). Justifier I'existence de n — 1 vecteurs es, ..., e, de E tels
que (e1,...,en—1) est une base de Ker(u —Id) et u(e,) = e1 + ey.
b) Montrer que (eq,...,ey,) est une base de E.

Exercice 28. (%% %) Soit f € Z(FE). Montrer qu'il existe un isomorphisme u de E et un projecteur p tel que
f=wuop.
Exercice 29. (%% %) On suppose dans cet exercice que f € Z(E) vérifie f2 = —Idg.
1) Soient (z1,...,xp) une famille de vecteurs de E telle que (z1,...,xp, f(z1),..., f(xp—1)) est libre. Montrer
que (z1,...,zp, f(x1),..., f(zp)) est également une famille libre.
2) a) Soit x1 # 0. Montrer que (1, f(x1)) est une famille libre.
b) Montrer que, si n # 2, alors il existe zo tel que (x1,x2, f(x1)) est une famille libre.
c) En déduire que n > 4.
3) Montrer que n est pair.

4) Donner un exemple de tel endomorphisme f dans le cas ou n = 2.

Exercice 30. (k% %) Soient f et g deux endomorphismes de E. On considére les propriétés suivantes :

1) fogof=f 2) gofog=y 3) rg(f) =rg(g)

Montrer que deux des trois propriétés impliquent la troisieme. Si f est fixé, existe-t-il g tel que les trois propriétés
soient vérifiées ?

Exercice 31. (k% %) Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et soit u € .Z(E). Pour tout p € N, on
notera K, = Ker (u”) et I, = Im (uP).

1) Montrer que les suites (K})p>0 et (I)p=0 sont respectivement croissante et décroissante pour I'inclusion.

En déduire la monotonie de la suite (dim(/))pen.

2)

3)

4)

)

5) Soit p € N. On note v la restriction de u a I, et w la restriction de u a Ip4q.

Montrer qu'il existe ng tel que K, = Ky +1.
Montrer que pour tout p > ng, K, = Kpq et I, = I, 1.
Montrer que I, et K,, sont supplémentaires.

a) Justifier le fait que v et w sont respectivement a valeurs dans I, et I,1o.
b) Montrer que Kerv = Keru N I, puis que Im(v) = I ;1.
c) En déduire que la suite (dim (K1) — dim(K}))pen est décroissante.
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IV  Somme de sous-espaces vectoriels en dimension finie

Exercice 32. (%)
1) Déterminer un supplémentaire de F' = Vect((0,1,1),(1,0,2)) dans R3.
2) Déterminer un supplémentaire de F' = Vect(1,0,1) dans R3.
3) Déterminer un supplémentaire de F' = Vect(1, X + 1, X? — X?) dans R3[X].
4) Déterminer un supplémentaire de F' = {P € Ry[X]| P(2) = P(4) = 0} dans R4[X].

Exercice 33. (%) Dans chacun des cas suivants, prouver (a I'aide d'arguments de dimension) que F et G sont
supplémentaires dans F.

1) F = Vect(1,2) et G = Vect(—1,1) dans E = R2.

2) F={(v,y,2) |z +2=0}et G={(n,y,2) | =2y = 2z} dans E = R3.

3) F = Vect((1,0,0),(1,1,0)) et G = Vect(1,2,3) dans E = R3.

4) F = Vect ((1,2,...,271)) et G = {({L‘l,...,ibgn) S R2n’l‘1 — X9+ X3 — Ty + Top—1 — Ton = 0}

dans E = R?".

5) F = Vect (X(X —1),(X —1)(X —2), X(X —2)) et G ={P € R,[X]| X3P} dans E =R, [X].
Exercice 34. (%) Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E tels que dim(F') + dim(G) > n. Montrer que
FnNG #{0}.

Exercice 35. (%) Soit v € Z(E) tel que E = Keru + Kerv = Imu + Imv. Montrer que ces sommes sont
directes. Donner un contre-exemple en dimension infinie.

Exercice 36. (%) On ne suppose plus que E est de dimension finie, mais on se donne F} et F» deux sous-espaces
vectoriels de ' de dimension finie. Redémontrer la formule de Grassmann a |'aide de I'application linéaire :

. E1><E2 — E
v (x1,22) > X1+ X2

Exercice 37. (%%) Soient p,q,r appartenant a [1;n]. Montrer qu'il existe F' et G deux sev de E tels que
dim(F) = p, dim(G) = q et dim(F N G) = r si et seulement si p + ¢ — n < r < min(p, q).

V Hyperplans et formes linéaires en dimension finie

Exercice 38. (%) On considére les 4 hyperplans Hy, Hy, H3, Hy de R® d'équations respectives dans la base
canonique : (Hy) :x1 —xo+2x3—x4+25=0; (Ha) : 21 =22 +2x3—3x5; (H3) : 1 — 22+ 5xg — 224 — 25 =0
et (Hy):x1 — 29+ 223 — x4 — x5 = 0. Quelle est la dimension de Hy N Ho N H3 N Hy?

Exercice 39. (%) Soit u € Z(F) stabilisant tous les hyperplans. Montrer que u est une homothétie.
On utilisera I'exercice 15 du chapitre n° 29.

Exercice 40. (% %) Soit H un hyperplan de E.

1) Soit 21 ¢ H. Montrer qu'on peut compléter z1 en base de E avec des éléments n'appartenant pas a H.

2) Plus généralement, si p < n et x1,...,x, sont des vecteurs libres n'appartenant pas a H, montrer qu’on
peut compléter la famille (x1,...,2,) en base de E avec des éléments n'appartenant pas a H.
Exercice 41. (%) Dans cet exercice E = R,,[X]. On se donne ay, . ..,a,, n+ 1 réels distincts.

1) Pour tout k € [0;n], on note ¢y, la forme linéaire définie sur E' par ¢ (P) = P(ax). Montrer que (ox)ke[o:n]
est une base de E* = Z(E,R).

2) Montrer qu'il existe un unique polynéme A € E tel que

VP € E, 1P(t)dt - Zn:A(ak)P(ak)
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Exercice 42. (%%) Soit (z1,...,2zp) une famille d'éléments de E et on pose F' = Vect(x1,...,xp).

1) Justifier que F' admet un supplémentaire dans F qu’'on notera S.

2) Prouver que

Z(BE,K) — Z(F,K) x Z(S,K)
: { fom Ul
est un isomorphisme.
3) Soit
Z(E,K) — KP
B { P (), fay)
Prouver que Ker(u) est isomorphe a .Z(S,K).

4) Montrer que (z1,...,xy) une famille libre si et seulement si, pour tout (A1,...,\y) € KP, il existe une
forme linéaire f : E' — K telle que f(xr) = A\x pour tout k.

VI Utilisation de la dimension

Exercice 43 — Polynéme d’interpolation de Hermite. (%%) Soient (aj,...,a,) € R™ distincts et
(b1, ...,by,c1,...,¢n) € R* (pas forcément distincts). Montrer qu'il existe un unique P € Ry, 1[X] tel
que

Vi € [[l;n]], P(az) =b; et P’(ai) = ¢.

On fera le lien avec les polynémes d’interpolation de Lagrange et on donnera une interprétation graphique.

Exercice 44. (%) Soit n € N*. Montrer que :

VQ ER,[X], TPeR,X], Q=) P® (X> .

Exercice 45. (% %) Soit A € GL,,(K). On note K[A] I'ensemble {P(A) | P € K[X]} des polynémes en A.
1) Montrer que K[A] est un espace vectoriel.

2) A I'aide de I'application M — AM, montrer que A~! est un polynéme en A.

Exercice 46. (%) Soient n € N* et w € RY.

1) Montrer que
- R,[X] — R,[X]
| P o PP yuW?P
est un endomorphisme de R, [X].

2) En calculant T(1),T(X), T(X?),...,T(X™), montrer que T est un automorphisme de R,,[X].

3) Montrer que I'équation différentielle 3y + w?y = 2™ possede une unique solution polynomiale, c’est-a-dire
qu'il existe une unique fonction polynomiale f telle que :

Vo € R, () + Wif(z) = 2™

Attention, il n'y a a priori aucune condition sur le degré d'une éventuelle solution!
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